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Abstract: Distance energy is defined as the sum of the absolute values of all
eigenvalues u of the distance matrix of a graph. Let G be a connected graph,
where V(G) and E(G) denote the vertex set and edge set of G, respectively.
The distance between vertices u and v is defined as the length of the shortest
path connecting them. The distance between u and v is denoted by d; (u, v) or
d,.,- The distance matrix, denoted by D(G), is an n X n matrix whose (i, j)-th
entry is dvivj- The objective of this research is to determine the general form of

the distance energy of the rook’s graph (B,y) for n = 2. This is achieved by
determining the characteristic equation of the distance matrix and the distance
spectrum of the rook’s graph (By,,,) for n = 2. The result of this research is the
general form of the distance energy of the rook’s graph (Bp,,) for n = 2, which
is given by £, (B,,,) = 4n? — 4n.

Abstrak: Energi jarak adalah jumlah nilai mutlak dari semua nilai eigen u pada
matriks jarak suatu graf. Misalkan G merupakan graf terhubung dengan V(G)
dan E (G) masing-masing adalah himpunan titik dan sisi pada graf G, maka jarak
(distance) antara titik u dan titik v merupakan panjang lintasan terpendek dari
titik u dan titik v. Jarak antara titik u dan titik v dinotasikan dengan d; (u, v)
atau d,,,. Matriks jarak yang dinotasikan dengan D(G) merupakan matriks
berukuran n x n dengan unsur ke-(i, j) adalah Ay, Tujuan penelitian ini untuk

menentukan bentuk umum energi jarak pada graf benteng (B,,,) dengan n > 2.
Penentuan energi jarak pada penelitian ini dengan menentukan persamaan
karakteristik matriks jarak dan spektrum jarak dari graf benteng (B,,,) dengan
n > 2. Hasil dari penelitian ini diperoleh bentuk umum energi jarak dari graf
benteng (B,,;) dengan n > 2 yaitu £,(B,y) = 4n% — 4n.
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102 Zaky, Triyani, & Nurshiami

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan cabang dari matematika diskrit yang mempelajari struktur dan sifat-sifat
graf. Graf dapat merepresentasikan objek-objek beserta hubungan antar objek, sehingga banyak
diterapkan dalam berbagai bidang ilmu, seperti fisika, biologi, dan kimia. Sebagai contoh, molekul
kimia dapat direpresentasikan dalam bentuk graf, dimana titik-titiknya merepresentasikan atom,
sementara sisi yang menghubungkan titik-titik tersebut merepresentasikan ikatan antar atom (Slamin,
2019).

Menurut Gutman, dkk., (2012), teori Huckel Molecular Orbital (HMO) menjelaskan bahwa
tingkat energi elektron dalam molekul hidrokarbon terkonjugasi dapat dikaitkan dengan nilai eigen
matriks ketetanggaan graf. Matriks ketetanggaan graf merupakan matriks simetri yang elemen-
elemen baris ke-i kolom ke-j nya bernilai satu jika titik i dan j bertetangga, serta bernilai nol jika titik
i dan j tidak bertetangga. Teori HMO mendefinisikan total energi elektron sebagai penjumlahan
energi setiap elektron. Pada molekul hidrokarbon terkonjugasi, total jumlah elektron berkaitan
dengan banyaknya titik pada graf molekul, yaitu graf yang merepresentasikan molekul dalam kimia.

Berdasarkan teori HMO, studi tentang energi graf mulai diperkenalkan oleh Gutman pada tahun
1978. Menurut Gutman, dkk., (2012), energi graf didefinisikan sebagai jumlah nilai mutlak dari nilai
eigen matriks ketetanggaan suatu graf. Energi graf yang diperoleh dari matriks ketetanggaan disebut
energi ketetanggaan. Selain matriks ketetanggaan, energi graf juga dapat diperoleh dari matriks jarak.
Matriks jarak dari graf G adalah matriks simetri yang setiap entrinya menyatakan jarak terpendek
antara titik v; dan v;. Energi graf yang diperoleh dari matriks jarak disebut energi jarak.

Beberapa penelitian mengenai energi graf telah dilakukan oleh Gutman, dkk., (2012) yang
mengkaji energi graf berdasarkan matriks ketetanggaan pada random bipartite graph, random graph,
random multipartite graph, dan beberapa graf khusus seperti graf lengkap, graf bintang, graf sikel,
dan graf lintasan; selanjutnya Setyowidi dan Ratnasari (2012) mengkaji mengenai energi graf
berdasarkan matriks derajat maksimal dari graf terhubung; serta Shulhany dan Agusutrisno (2019)
mengkaji mengenai energi graf dengan menggunakan matriks jarak pada graf kipas. Penelitian yang
telah dijabarkan sebelumnya mengkaji bentuk umum energi graf dari beberapa graf dengan
menggunakan matriks yang berbeda. Pada penelitian selanjutnya, penulis tertarik untuk melanjutkan
penelitian dari Shulhany yaitu menentukan bentuk umum dari energi graf berdasarkan matriks jarak
pada graf benteng sehingga dapat memperluas kajian pustaka mengenai energi graf karena hingga
saat ini belum ada penelitian yang secara khusus membahas energi graf pada graf benteng. Graf
benteng terbentuk dari hasil perkalian kartesius dari dua graf lengkap (Karmilawati, 2020).

METODE

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka dengan cara mencari,
mempelajari, dan mengumpulkan informasi dari berbagai pustaka seperti buku, jurnal, dan literatur
yang berhubungan dengan materi untuk menentukan energi jarak. Penelitian dilakukan di Jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan limu Pengetahuan Alam, Universitas Jenderal Soedirman pada
bulan September 2024 hingga Juni 2025. Subjek utama dalam penelitian ini adalah graf benteng
(Bnn) yang merupakan graf hasil perkalian kartesius dari dua graf lengkap (K,).

Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan bantuan software Maple 13 yang berperan
penting dalam membantu proses perhitungan determinan, pembentukan polinomial karakteristik, dan
penentuan nilai eigen dari matriks jarak. Untuk memastikan validitas dan reliabilitas hasil, digunakan
pendekatan induksi matematika sebagai teknik pembuktian formal terhadap bentuk umum hasil yang
ditemukan, sehingga temuan dapat diverifikasi secara logis dan matematis.
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Energi Jarak pada Graf Benteng 103

Penelitian ini mengkaji energi jarak pada graf benteng (B,,) dengan n > 2 dimana untuk
menentukan energi jarak harus diketahui terlebih dahulu matriks jarak, persamaan karakteristik
matriks jarak, dan spektrum jarak graf benteng (B,,,) dengan n > 2. Selanjutnya, perhitungan energi
jarak diperoleh dari jumlah nilai mutlak dari seluruh nilai eigen.

HASIL

Bagian ini menjabarkan perhitungan energi jarak graf benteng (B,,,,) dengan n > 2. Sebelum
menentukan energi jarak, akan ditentukan terlebih dahulu persamaan karakteristik matriks jarak dan
spektrum jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan n > 2.

1. Persamaan Karakteristik Matriks Jarak dan Spektrum Jarak pada Graf Benteng (B53)
Graf benteng (B,,) digambarkan sebagai berikut.
(1,1) (1,2)

(2,1) (2,2)

Gambar 1. Graf Benteng (B,)
Berdasarkan Gambar 1, matriks jarak dari graf benteng (B,,) sebagai berikut

0O 1 1 2
1 0 2 1
2 1 1 0
Selanjutnya, dicari persamaan karakteristik matriks jarak dari graf benteng (B,,) yaitu sebagai berikut

det(ul, — D(B,3)) =0
u -1 -1 =2
-1 u -2 -1
Sl D u -1 = 0. (D
-2 -1 -1 pu
Persamaan 1 akan direduksi menjadi matriks segitiga atas menggunakan OBE dengan memperhatikan
sifat-sifat determinan yang dijabarkan sebagai berikut
1. Menukarkan elemen-elemen baris R; dengan elemen-elemen baris R, (R{~R,)
-1 u -2 -1
u -1 -1 =2
(-1 1 -2 4 1|7 0.
-2 -1 -1 pu
2. Menambahkan elemen-elemen baris R, dengan hasil kali (u) elemen-elemen baris R,
(R, + (1) R,), mengurangkan elemen-elemen baris R; dengan elemen-elemen baris R, (R3 — R;),
dan mengurangkan elemen-elemen baris R, dengan hasil kali (2) elemen-elemen baris R,

(Ry — 2Ry)

1 qu —2 1

0 pwr-1 —2u—-1 —u-2|_

=D 0 —-u-—2 U+2 0 =0
0 —2u—1 3 I,

3. Menukarkan elemen-elemen baris R, dengan elemen-elemen baris R; (R,~R3)
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104 Zaky, Triyani, & Nurshiami

-1 U -2 -1
0 —-u-—-2 + 2 0
(=1)2 f # —0.
0 u—1 =2u—1 —u-—2
0 —2u-1 3 u+2
2_
4. Mengurangkan elemen-elemen baris R; dengan hasil kali (l_tu—_z) elemen-elemen baris R,
2__ — —
(R3 — (;;_12) Rz) dan mengurangkan elemen-elemen baris R, dengan hasil kali ( _2” _21) elemen-
. —2u-1
elemen baris R, (R4 — ( = ) Rz)
-1 U -2 -1
0 —u-—-2 U+ 2 0 ~0
0 0 wr=2u—2 —u-2
0 0 —2u+2 U+ 2
5. Menukarkan elemen-elemen baris R; dengan elemen-elemen baris R, (R3~R,)
-1 U -2 -1
0 —u-—-2 u+2 0
D]o o 2u+2  u+2|~0
0 0 pur=2u—2 —u-—2

2_9oy—
6. Mengurangkan elemen-elemen baris R, dengan hasil kali (%

e )elemen—elemen baris R;
(re - () Rs)

|—1 U -2 -1 |
0 —u—2 u+?2 0
(-0 0 —2u+2 u+2 =0.
1u(u? —2u—8)
0 0 0 =
2 u—1

Persamaan karakteristik yang diperoleh sesuai dengan perhitungan software Maple 13. Dengan
mengalikan elemen-elemen diagonal utama matriks segitiga atas, didapatkan persamaan karakteristik
sebagai berikut

(—1 det(uly — D(B3;)) = 0
& (-D(-D(-p—2)(-2u+2) (

1p(? —2p—8) — o
2 u—1

- (D)D) + D2n 1) G) u(u zﬂ4z(f)+ 2) _
1 —4 2
o (DEDEDEDHW+2)2(—1) (E)‘u(# (u 3(‘[11)+ ) -

S WU+Dup—-HNE+2)=0

e @+2)’Wr—-4 =0 (2)
Berdasarkan persamaan 2, diperoleh akar-akar karakteristik yang merupakan nilai eigen matriks jarak
dari graf benteng (B,,), yaitu u; = =2, u, = 0, dan p3; = 4, dengan multiplisitasnya m(u,) = 2,
m(y,) = 1, dan m(us) = 1.

2. Persamaan Karakteristik Matriks Jarak dan Spektrum Jarak pada Graf Benteng (B33)
Graf benteng (B53) digambarkan sebagai berikut.
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(3.1) (3.2) (3.3)

Gambar 2. Graf Benteng (B33)
Berdasarkan Gambar 2, matriks jarak dari graf benteng (B53) sebagai berikut
0 1 1 1 2 1 2 27

D(Bs3) =

NNFRLP,DNDNOPR
N R R, ONDN
R ONDNRFENDN
OFRLr NRFE NN
P R ERPNDNRERDN

NNRNNRR RO
NRPRNRORNRN
R NNOR R RN

2 2 1 2
Selanjutnya, dicari persamaan karakteristik matriks jara
det(uly — D(Bs3)) = 0

vw -1 -1 -1 -2 -2 -1 -2 =2
-1 p -1 -2 -1 -2 -2 -1 -2

1 1 O
i graf benteng (B53) yaitu sebagai berikut

=

da

=

el-2 -1 =2 -1 u -1 -2 -1 =2|=0. (3)

Persamaan 3 direduksi menjadi matriks segitiga atas. Persamaan karakteristik yang diperoleh sesuai
dengan perhitungan software Maple 13. Dengan mengalikan elemen-elemen diagonal utama matriks
segitiga atas, didapatkan persamaan karakteristik sebagai berikut

(—1) det(uly — D(B33)) = 0
& (DD = D=1 )(‘”(” : 3)) (~zu+3)

+1/\ p+1 3873

1 Z—9u—36
3
& (CDEDEDEDEDEDEDEDE + D+ 0+ D (-25)
u+1

p(p +3)\ 2 1p(u—12)(u+3)\ _
(ﬁ)g(ﬂ—z)(ﬂ)(lH'@E( =2 )-0

S U+3)WWw+3)Ww+3)Ww—-12)(u+3)=0
e (u+3)* (W —-12) =0. 4)
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106 Zaky, Triyani, & Nurshiami

Berdasarkan persamaan 4, diperoleh akar-akar karakteristik yang merupakan nilai eigen matriks jarak
dari graf benteng (B53), yaitu u; = =3, pu, = 0, dan u; = 12, dengan multiplisitasnya m(u,) = 4,
m(py) = 4, danm(uz) = 1.

3. Persamaan Karakteristik Matriks Jarak dan Spektrum Jarak pada Graf Benteng (By4)
Graf benteng (B,4) digambarkan sebagai berikut.

(ap (1, 1) m

2.n (2) (2, (2)
~

(218 G.R) 3.8) (3.4h)

(4.1) (4.2) (4,3) (4.4)

Gambar 3. Graf Benteng (B,4)

Berdasarkan Gambar 3, matriks jarak dari graf benteng (B,,) sebagai berikut
1 1 1 2 2 2 1 2 21

D(Byy) =

R NNNRNNNRNNROR
NNNRNNNRPRNNNOR R R
RNNNRNNRORRNRIN
R RPONNNRNNNRDNNDN
R ORNNRNNNRNNDNRN

NNNRFEFNNNRFEFDNNNR R RERRRO
NNRFRPRNPRPRPRPORDNNRFEPDNMNNMNDNNDRIDN
O R FRPNRFEFDNNNRFRERDNNNREDNDDND
OP—\HHP—\NNNHNNND—‘NNI\I)

NNEFENNNRFRFNNNRFREDNRRO
NNNRFRPFNNNRRRRONDNDN
NNFENNNRFRPRNRRPORDNNRE

2 2
2 2
1 1
1 2
1 2
1 2
0 1
2 1
2 1
2 1
1 0
2 2
2 2
2 2
1 1

2 1
Selanjutnya, dicari persamaan karakteristi
det(#lm - D(B44)) =0

g -1 -1 -1 -1 -2 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1 -2 =2 =2
-1 g -1 -1 -2 -1 -2 -2 -2 -1 -2 =2 =2 -1 -2 =2
-1 -1 u -1 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1 =2 -2 -2 -1 =2
-1 -1 -1 uy -2 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1
-1 -2 -2 -2 4 -1 -1 -1 -1 -2 -2 =2 -1 -2 -2 =2
-2 -1 -2 -2 -1 g -1 -1 -2 -1 -2 =2 -2 -1 -2 =2
-2 -2 -1 -2 -1 -1 u -1 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1 =2
-2 -2 -2 -1 -1 -1 -1 u -2 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1
-1 -2 =2 =2 -1 =2 =2 =2 4 -1 -1 -1 -1 -2 -2 =2 =0. ©)
-2 -1 -2 =2 -2 -1 -2 =2 -1 pu -1 -1 -2 -1 -2 =2
-2 -2 -1 -2 -2 -2 -1 =2 -1 -1 u -1 -2 -2 -1 =2
-2 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1 -1 -1 -1 u -2 =2 -2 -1
-1 -2 -2 =2 -1 -2 -2 =2 -1 -2 -2 =2 u -1 -1 -1
-2 -1 -2 =2 -2 -1 -2 =2 =2 -1 -2 =2 -1 pu -1 -1
-2 -2 -1 =2 -2 -2 -1 -2 =2 -2 -1 =2 -1 -1 u -1
-2 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1 -2 -2 -2 -1 -1 -1 -1 u

2
triks jarak

1 1 1 0
ari graf benteng (B,,) Yyaitu sebagai berikut

ONDNNRFR R RERRFRONDNDNNDEDNDDNDDND

2
1
2
2
2
1
2
1
1
0
1
2
2
1
2
f

=

m

b}
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Energi Jarak pada Graf Benteng 107

Persamaan 5 direduksi menjadi matriks segitiga atas. Persamaan karakteristik yang diperoleh sesuai
dengan perhitungan software Maple 13. Dengan mengalikan elemen-elemen diagonal utama matriks
segitiga atas, didapatkan persamaan karakteristik sebagai berikut

det(ulye — D(Bas)) = 0

_ T\ /—
S EDEp-DEp-DEp-D(= ﬂ_l)(uf1>< liu(liJrl ))( uﬁ(li+14)>

(D2 +2u)(3#_’ﬁ2)<_“(“+4))( ) = ) — )

u+2
1u(u® —20u —96)
(E u—3

e (DEDED- 1)( DEDEDEDEDEDEDED @+ D+ 1)

G+ 9+ () () w () e+ 2 (3) ()

u+1 u+1
(Z%) (5) -+ 9w+ (3) w <(” - ffi(g s 4)> =0

S+ W+ D)WWk + D@ w+Hww+ 4@ W —24)

(u+4)=0
S (p+9°Wp—24) = 0. (6)
Berdasarkan persamaan 6, diperoleh akar-akar karakteristik yang merupakan nilai eigen matriks jarak
dari graf benteng (B,,), yaitu u; = —4, u, = 0, dan u; = 24, dengan multiplisitasnya m(u,) = 6,
m(u) =9, dan m(us) = 1.
Berdasarkan hasil perhitungan yang telah dilakukan, diperoleh persamaan karakteristik matriks jarak
dari graf benteng (B,,,) dengan n > 2 yang dapat dilihat pada Tabel 1.

Tabel 1. Persamaan Karakteristik Matriks Jarak Graf Benteng (B,,)

Graf Benteng Persamaan Karakteristik Matriks Jarak

By, U+2*Wk-9=0 (1 +2)?C V(D (- 2(2)? +2(2)) = 0
B33 w+3)*wWk-12)=0 (U +3)2C D)V (1 - 2(3)2+2(3)) = 0
Bas (u+ 0w w—-24=0 (1 + 42D () @D (1 - 2(4)2 +2(4)) = 0
Bss (m+5°2wWeHu—-40)=0 (U +5)26 D)=V (u - 2(5)2 + 2(5)) = 0
Bes (m+6)°W*(u—-60)=0 (u + 6)2ED ()% (4 — 2(6)2 + 2(6)) = 0
By, (u+ 723 (u—84)=0 (1 + 727D )7~V (u - 2(7)2 + 2(7)) = 0
Bun (1 + n)2=D () =D (y — 2n% 4 2n) = 0

Sumber: Diolah dari Data Hasil Penelitian, 2025.

Dilihat dari Tabel 1, diperoleh bentuk umum persamaan karakteristik matriks jarak dari graf benteng
(Byy) dengan n > 2 sebagai berikut.

Teorema 1 Persamaan karakteristik matriks jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan n > 2 adalah
Pa() = (u+m)* D) (4 — 20 + 2n) = 0.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa p, () = (u +n)2@ V(W™ D*(u—2n2 +2n) =0 untuk n > 2
menggunakan induksi matematika.
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108 Zaky, Triyani, & Nurshiami

Langkah 1:
Membuktikan p,, (1) benar untuk n = 2, berlaku
p2(1) = (u + 22D (W)@ (u - 2(2)2 +2(2)) = 0
=u+2’Ww—-49 =0,
(Benar)
Langkah 2:
Mengasumsikan p,, (u) benar untuk n = k, yaitu
() = (u+ 1)2F D (@) E% (u — 2k2 + 2k) = 0.
Langkah 3:
Membuktikan p,, (i) benar untuk n = k + 1, yaitu
P () = (u+ (ke + 12D () CAD=D%(y — 2k + 1) + 2(k + 1)) = 0.
Perhatikan bahwa
P () = (u+ ke + D) (= 2(k + 2k + 1) + 2k +2))
=(u+k+ DKW (u—2k? — 4k — 2+ 2k + 2)
= (u+k + D (" (- 2k? — 2k)

—(u+k+ 1)2k%(ﬂ)k2—2k+2k+1—1(ﬂ — k2 — 2k)%
=+ o™ (?u++_kkJ)r—szk (W)= ()2 ( — 2K + 2k)
= (u+ k)Z(k_l)(H)(kT;Z(ﬂ — 2k?% + 2k) % (M)ZH%
D 2 2
(u + k)2k=2 (u — 2k? + 2k)
= 0.

(Terbukti)
Jadi, terbukti benar bahwa persamaan karakteristik matriks jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan n >
2 adalah
Pa() = (u + )2 D ()@Y (i — 202 + 2n) = 0.
Berdasarkan Teorema 1, bentuk umum persamaan karakteristik matriks jarak dari graf benteng
(Bnn) dengan n > 2 telah diketahui, maka dapat diperoleh spektrum jarak graf benteng (B,,,,) dengan
n = 2.

Akibat 1 Spektrum jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan n > 2 adalah
specy (B )_[ -n 0 ZnZ—Zn]
PeCOEnn) = o —1) (n—-1)2 1|

Bukti:
Berdasarkan Teorema 1, telah diketahui bentuk umum persamaan karakteristik matriks jarak dari graf
benteng (B,,,,) dengan n > 2 yaitu
Pn() = (1 + )2 D () @V (u — 202 + 2n) = 0

yang dihasilkan dari persamaan karakteristik det(u[nz — A(Bnn)) = 0, maka diperoleh nilai
eigennya p; = —n, u, =0, dan puz; = 2n? — 2n, dengan multiplisitasnya m(u;) = 2(n —
1),m(uy) = (n — 1)?, dan m(u3) = 1. Jadi, terbukti benar bahwa nilai spektrum jarak dari graf
benteng (B,,,,) dengan n > 2 adalah

specy(By,) = [ -n 0 2n? — Zn]

nn 2(n—1) (n-—1)>? 1 '
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Energi Jarak pada Graf Benteng 109

4. Bentuk Umum Energi Jarak pada Graf Benteng (B,.,,)
Energi jarak diperoleh dari jumlah nilai mutlak dari semua nilai eigen A pada matriks jarak
suatu graf. Energi jarak diperoleh dengan rumus sebagai berikut

&(6) = ) lul.
=1

Setelah bentuk umum spektrum jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan n > 2 diketahui, maka
dapat diperoleh energi jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan n > 2.

Akibat 2 Energi jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan n > 2 adalah
Ep(Bpy) = 4n? — 4n.

Bukti:
Berdasarkan Akibat 4.3, telah diketahui bentuk umum spektrum jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan
n > 2 yaitu
-n 0 2n? —2n
specp (Bnn) - [Z(Tl _ 1) (7’1 _ 1)2 1 ]

Oleh karena itu, energi jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan n > 2 yang didefinisikan sebagai jumlah
nilai mutlak dari semua nilai eigen matriks jarak, dapat dihitung sebagai berikut
Ep(Bpy) = 2(n—1).|-n|+ (n—1)2|0| + 1.]2n? — 2n|

=(2n—-2).n+ (n*-2n+1).0+ 1.(2n* —2n)

= (2n%? = 2n) + (0) + (2n? — 2n)

= 4n? — 4n.
Jadi, terbukti benar bahwa energi jarak graf benteng (B,,,,) dengan n > 2 adalah

Ep(Byy) = 4n? — 4n.

PEMBAHASAN

Penelitian ini berhasil merumuskan bentuk umum energi jarak dari graf benteng (B,,,,) dengan
n > 2. Berdasarkan pendekatan aljabar linear dan pembuktian melalui induksi matematika, diperoleh
bahwa spektrum jarak graf benteng terdiri dari tiga nilai eigen yaitu —n, 0, dan 2n? — 2n serta
masing-masing multiplisitasnya yaitu 2(n — 1), (n — 1)?, dan 1. Sehingga diperoleh bentuk umum
energi jarak graf benteng (B,,,) dengan n > 2 yaitu 4n? — 4n.

Temuan ini memperluas hasil kajian sebelumnya yang dilakukan oleh Shulhany dan
Agusutrisno (2019), khususnya dalam konteks energi graf berdasarkan matriks jarak. Dalam hal ini,
graf benteng menawarkan struktur yang khas sebagai hasil dari operasi kartesius dua graf lengkap,
sehingga menghasilkan pola spektrum yang teratur dan dapat dirumuskan secara eksplisit.

Kontribusi utama dari penelitian ini terletak pada formulasi bentuk umum energi jarak graf
benteng secara simbolik dan validasi formal melalui induksi matematika. Hal ini menunjukkan bahwa
struktur simetris dari graf benteng mempermudah prediksi nilai spektrumnya, sekaligus membuka
peluang untuk diterapkannya pendekatan serupa pada graf hasil operasi lainnya.

Keterbatasan dalam penelitian ini adalah fokus yang hanya diberikan pada energi jarak dan
belum mencakup jenis matriks lain seperti laplacian atau signless laplacian. Oleh karena itu, studi
lanjutan direkomendasikan untuk memperluas penelitian ini pada jenis graf dan matriks representasi
lainnya, serta menerapkan verifikasi numerik menggunakan perangkat lunak alternatif seperti
MATLAB atau Python.
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SIMPULAN

Bentuk umum persamaan karakteristik matriks jarak dari graf benteng (B,,) dengan n > 2
adalah
Pn() = (i + )2 D () @V (u — 2n? 4 2n) = 0.
Selanjutnya, dari persamaan karakteristik tersebut diperoleh bentuk umum spektrum jarak dari graf
benteng (B,,) dengan n > 2 yaitu sebagai berikut
specy(By,) = [ -n 0 2n? — Zn]
nn 2(n—1) (n—1)>? 1 '
Kemudian, dari spektrum jarak tersebut diperoleh bentuk umum energi jarak dari graf benteng (Bj,,,)
dengan n > 2 yaitu sebagai berikut
Ep(Bpy) = 4n? — 4n.
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