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norm margin by 25% over the standard Kalman filter, with faster convergence.

These results validate the effectiveness of the proposed filter in simultaneously
achieving estimation accuracy and deterministic robustness under model
imperfections.

Abstrak: Penelitian ini mengusulkan filter hibrida H_oo-Kalman berbasis
Riccati terpadu untuk estimasi state yang robust pada sistem waktu kontinu
dengan ketidakpastian parametrik dan gangguan campuran dalam horizon semi-
takhingga. Metode ini mengintegrasikan optimalitas stokastik dari filter Kalman
dengan jaminan kinerja terburuk dari pendekatan H oo melalui sebuah
persamaan Riccati tunggal. Analisis stabilitas menggunakan fungsi Lyapunov
dan ketaksamaan matriks linear menjamin konvergensi asimtotik error estimasi
dan stabilitas input-to-state. Simulasi numerik pada sistem orde dua
menunjukkan bahwa filter hibrida mengurangi RMSE sebesar 18%
dibandingkan filter H co murni dan meningkatkan margin norm H_oo sebesar
25% dibandingkan filter Kalman standar, dengan waktu konvergensi yang lebih
cepat. Hasil ini memvalidasi efektivitas filter yang diusulkan dalam mencapai
akurasi estimasi dan ketangguhan secara bersamaan.
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PENDAHULUAN

Estimasi keadaan merupakan komponen fundamental dalam analisis dan pengendalian sistem
dinamis waktu-kontinu, khususnya pada sistem yang mengandung ketidakpastian dan gangguan
eksternal (Chen & Tu, 2022; Fang et al., 2022; Naya et al., 2023; Rudianto et al., 2025b). Dalam
berbagai aplikasi rekayasa dan sains terapan, ketersediaan informasi keadaan yang akurat menjadi
prasyarat utama untuk menjamin kinerja sistem secara stabil dan andal (Ding & Dong, 2021; Qi &
Wang, 2022). Salah satu metode estimasi yang paling banyak digunakan adalah Kalman Filter, yang
secara optimal meminimalkan galat estimasi di bawah asumsi gangguan Gaussian dan model sistem
yang diketahui secara tepat (Armbruster et al., 2022; Fauziah et al., 2025; Guo et al., 2021; Rudianto
etal., 2025a). Namun, dalam praktiknya, asumsi tersebut sering kali tidak terpenuhi, sehingga kinerja
Kalman Filter klasik dapat menurun secara signifikan ketika sistem menghadapi ketidakpastian
model, gangguan non-Gaussian, atau perubahan dinamika jangka panjang (Huang & Zhang, 2022;
Pavlovi¢ et al., 2023; Uduma & Uduma, 2025)

Untuk mengatasi keterbatasan tersebut, pendekatan Hoo filtering telah dikembangkan sebagai
alternatif yang menekankan ketahanan (robustness) terhadap gangguan terburuk tanpa bergantung
pada asumsi statistik tertentu (Claver et al., 2023; Guo et al., 2021; Nakamori, 2023; Rudianto et al.,
2025b). Pendekatan ini memberikan jaminan batas atas energi galat estimasi melalui formulasi
optimisasi minimaks (Qi & Wang, 2022; Yi & Zorzi, 2022). Meskipun demikian, filter H,, cenderung
bersifat konservatif dan kurang responsif terhadap informasi statistik pengukuran, terutama pada
kondisi data yang relatif bersih. Oleh karena itu, dalam beberapa tahun terakhir, perhatian penelitian
beralih pada pengembangan filter hibrida yang mengombinasikan keunggulan Kalman Filter dan
filter H,, untuk memperoleh estimasi yang sekaligus optimal secara statistik dan robust terhadap
ketidakpastian (Assimakis et al., 2021; Gadsden & Habibi, 2013).

Sejumlah penelitian mutakhir telah mengusulkan berbagai skema robust Kalman filtering dan
distributionally robust filtering dengan memodifikasi struktur kovarians, fungsi biaya, maupun
asumsi distribusi gangguan (Chen & Tu, 2022; Guo et al., 2021; Rudianto et al., 2025b; Ruiz-Garzén
et al., 2023). Pendekatan-pendekatan tersebut menunjukkan peningkatan kinerja estimasi pada sistem
diskrit maupun waktu-kontinu dengan gangguan berat ekor (heavy-tailed noise) dan ketidakpastian
model (Fang et al., 2022; Li et al., 2022). Namun demikian, sebagian besar penelitian masih berfokus
pada horizon waktu hingga atau takhingga klasik, tanpa membahas secara eksplisit karakteristik
horizon semi-takhingga yang relevan pada sistem yang beroperasi dalam jangka panjang dengan fase
transien awal yang krusial (Cheban & Liu, 2021; Rauh & Kersten, 2021).

Di sisi lain, kerangka Riccati diferensial memainkan peran sentral dalam desain filter dan
kontrol optimal waktu-kontinu (Fadhel & Altaie, 2021; Rudianto et al., 2025a). Persamaan Riccati
menyediakan alat analitis untuk menjamin stabilitas dan konvergensi estimasi, baik dalam konteks
Kalman Filter maupun filter H,,. Meskipun demikian, kajian yang mengintegrasikan secara terpadu
Riccati Kalman dan Riccati H,, dalam satu kerangka hibrida untuk horizon semi-takhingga masih
relatif terbatas. Hal ini membuka peluang penelitian untuk merancang filter hibrida yang tidak hanya
robust dan optimal, tetapi juga memiliki jaminan stabilitas jangka panjang yang jelas secara
matematis.

Berdasarkan uraian tersebut, permasalahan penelitian ini dirumuskan sebagai berikut:
bagaimana merancang filter hibrida H,—Kalman berbasis Riccati terpadu untuk sistem waktu-
kontinu yang mengandung ketidakpastian, serta bagaimana menjamin kestabilan dan kinerja estimasi
pada horizon waktu semi-takhingga. Sejalan dengan itu, penelitian ini bertujuan untuk
mengembangkan kerangka matematis filter hibrida yang menggabungkan optimalitas Kalman Filter
dan robustnes filter H,, melalui formulasi Riccati diferensial, serta menganalisis sifat stabilitas dan
konvergensi galat estimasinya.

Kebaruan penelitian ini terletak pada perumusan filter hibrida H,—Kalman dalam kerangka
Riccati terpadu untuk sistem waktu-kontinu dengan horizon semi-takhingga, yang secara eksplisit
menjembatani pendekatan optimisasi kuadratik dan minimaks. Berbeda dengan penelitian
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sebelumnya, pendekatan yang diusulkan tidak hanya menekankan aspek performa sesaat, tetapi juga
memberikan jaminan kestabilan estimasi dalam jangka panjang melalui analisis Riccati dan batas
energi galat.

Kontribusi penelitian ini meliputi: (1) pengembangan model matematis filter hibrida H.,—
Kalman berbasis Riccati diferensial untuk sistem waktu-kontinu tak pasti; (2) analisis stabilitas dan
konvergensi estimasi pada horizon semi-takhingga; dan (3) penyediaan kerangka konseptual yang
dapat dijadikan dasar pengembangan metode estimasi robust lanjutan pada sistem dinamis kompleks.
Dengan demikian, penelitian ini diharapkan dapat memperkaya literatur mengenai estimasi robust
serta memberikan landasan teoritis yang kuat bagi aplikasi filter hibrida pada sistem nyata.

Susunan artikel ini adalah sebagai berikut. Bagian kedua menyajikan perumusan model sistem
dan dasar teori filter Kalman, filter H,, serta persamaan Riccati yang relevan. Bagian ketiga
membahas desain filter hibrida H,,—Kalman berbasis Riccati terpadu. Bagian keempat menyajikan
analisis stabilitas dan jaminan kinerja pada horizon semi-takhingga. Selanjutnya, bagian kelima
memaparkan hasil simulasi numerik untuk memverifikasi efektivitas metode yang diusulkan. Artikel
ini ditutup dengan kesimpulan dan arah penelitian lanjutan.

METODE

Penelitian ini menggunakan pendekatan kuantitatif-teoretis berbasis pemodelan matematis
dan simulasi numerik untuk merancang dan mengevaluasi kinerja filter hibrida H,—Kalman pada
sistem dinamis waktu-kontinu yang mengandung ketidakpastian. Fokus utama metode penelitian ini
adalah pengembangan algoritma estimasi keadaan yang robust dengan jaminan kestabilan pada
horizon waktu semi-takhingga melalui kerangka persamaan Riccati terpadu (Rudianto et al., 2025a;
Yi & Zorzi, 2022).

Model sistem yang diteliti direpresentasikan dalam bentuk sistem linier waktu-kontinu dengan
gangguan sebagai berikut:

x(t) = Ax(t) + Bw(t), y(t) = Cx(t) + v(t),

di mana x(t) menyatakan vektor keadaan sistem, y(t) adalah sinyal pengukuran, sedangkan
w(t) dan v(t) masing-masing merepresentasikan gangguan proses dan gangguan pengukuran yang
bersifat energi-terbatas. Model ini dipilih karena merupakan representasi standar dalam kajian
estimasi keadaan dan memungkinkan analisis kestabilan berbasis Riccati (Yi & Zorzi, 2022).

Subjek penelitian dalam konteks ini bukan individu manusia, melainkan model sistem dinamis
beserta variasi parameter ketidakpastian dan gangguan. Populasi penelitian didefinisikan sebagai
seluruh konfigurasi sistem yang memenuhi asumsi kestabilan dasar, sedangkan sampel penelitian
dipilih menggunakan purposive sampling berbasis skenario gangguan nominal dan gangguan
terburuk (worst-case disturbance), sebagaimana umum digunakan dalam studi H,, filtering (He et al.,
2025; Nakamori, 2023).

Instrumen penelitian mencakup model matematis sistem, algoritma Kalman Filter, algoritma
H,, filter, dan algoritma filter hibrida yang diusulkan. Validitas instrumen dijamin melalui kesesuaian
formulasi matematis dengan teori sistem linier dan persamaan Riccati diferensial, sementara
reliabilitasnya diuji melalui simulasi berulang pada berbagai kondisi awal dan tingkat gangguan untuk
memastikan konsistensi Kinerja estimasi.

Filter hibrida H,,—Kalman dirancang dengan mengombinasikan struktur optimal Kalman
Filter dan kriteria robust H,,. Secara konseptual, desain ini dinyatakan melalui persamaan Riccati
diferensial terpadu:

—P(t) =ATP(t) + P(t)A— P(t)CTR™ICP(t) + Q + Yy 2P(t)BBTP(1),

dengan P(t)menyatakan matriks kovarians galat estimasi, @ dan R matriks bobot, serta
ysebagai parameter tingkat robustnes. Persamaan ini menjadi inti metode yang menjembatani
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optimalitas Kalman dan ketahanan H,, pada horizon semi-takhingga (Rudianto et al., 2025a; Ruiz-
Garzon et al., 2023).

Prosedur penelitian dimulai dengan penentuan parameter sistem dan gangguan, dilanjutkan
dengan penyelesaian numerik persamaan Riccati terpadu untuk memperoleh gain filter. Selanjutnya,
estimasi keadaan dihitung menggunakan hukum estimasi:

(1) = A%(8) + K(O)((8) — C2(L)),

di mana K (t) merupakan gain filter yang diturunkan dari solusi Riccati. Prosedur ini diulang
untuk filter Kalman dan filter H,, sebagai pembanding.

Analisis data dilakukan secara deterministik dengan mengevaluasi norma galat estimasi ||
x(t) — x(t) |l dan energi galat sepanjang waktu. Pendekatan ini menggantikan uji statistik inferensial
dan lazim digunakan dalam analisis estimasi robust karena memberikan jaminan kinerja berbasis
batas energi (energy-bounded analysis) (Zhang & Zhang, 2021).

Lingkup penelitian ini dibatasi pada sistem linier waktu-kontinu dengan gangguan energi-
terbatas dan horizon waktu semi-takhingga. Pendekatan yang digunakan belum mencakup sistem
nonlinier atau sistem stokastik kompleks, namun kerangka metode yang diusulkan dapat diperluas
pada penelitian lanjutan.

HASIL

Bagian ini menyajikan hasil simulasi numerik untuk mengevaluasi kinerja filter hibrida H,,—
Kalman berbasis Riccati terpadu pada sistem waktu-kontinu dengan gangguan dan ketidakpastian.
Evaluasi difokuskan pada perbandingan kinerja estimasi antara filter Kalman klasik, filter Hoo, dan
filter hibrida yang diusulkan, khususnya pada konteks kestabilan dan akurasi estimasi di horizon
waktu semi-takhingga.

Hasil Simulasi Estimasi Keadaan

Untuk memberikan validasi terhadap hasil analisis teoretis yang telah diperoleh, dilakukan
simulasi numerik menggunakan tiga metode estimasi, yaitu Kalman Filter, filter H,,, dan filter hibrida
H,—Kalman. Perbandingan pertama difokuskan pada kemampuan masing-masing metode dalam
mengikuti dinamika keadaan sistem terhadap waktu. Hasil simulasi tersebut ditunjukkan pada
Gambar 1.

Perbandingan Estimasi Keadaan Sistem

1.0

0.5

0.0 4

Keadaan / Estimasi

—— Keadaan Sebenarnya
Kalman Filter

—1.0 —— Hee Filter

—— Filter Hibrida H=-Kalman

Gambar 1 Perbandingan Estimasi Keadaan Sistem
Gambar 1 memperlihatkan respons estimasi keadaan sistem terhadap waktu untuk ketiga
metode estimasi. Pada kondisi gangguan moderat, filter Kalman klasik mampu mengikuti dinamika
keadaan sistem secara cukup akurat pada fase awal. Namun, ketika gangguan meningkat atau terjadi
fluktuasi yang tidak sesuai dengan asumsi statistik ideal, terlihat bahwa estimasi Kalman Filter

mengalami deviasi yang lebih besar dari keadaan sebenarnya.
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Sebaliknya, filter H,, menunjukkan karakteristik estimasi yang lebih stabil terhadap gangguan
terburuk, tetapi dengan respons yang relatif lebih konservatif. Estimasi yang dihasilkan cenderung
lebih lambat dalam mengikuti perubahan dinamika sistem, terutama pada fase transien awal. Hal ini
sejalan dengan sifat filter H,, yang dirancang untuk meminimalkan dampak gangguan terburuk tanpa
memanfaatkan informasi statistik pengukuran secara optimal.

Filter hibrida H,—Kalman yang diusulkan memperlihatkan kinerja yang lebih seimbang.
Estimasi keadaan mampu mengikuti dinamika sistem dengan lebih cepat dibandingkan filter H,,,
sekaligus tetap mempertahankan ketahanan terhadap gangguan yang lebih baik dibandingkan Kalman
Filter klasik. Secara visual, kurva estimasi filter hibrida berada lebih dekat dengan keadaan
sebenarnya pada sebagian besar interval waktu simulasi.

Analisis Galat Estimasi

Untuk mengevaluasi ketelitian estimator yang diusulkan, dilakukan analisis terhadap
dinamika galat estimasi pada ketiga metode. Hasil perbandingannya disajikan pada Gambar 2.

Perbandingan Galat Estimasi

0.30 1 —— Galat Kalman Filter
Galat He Filter
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Gambar 2 Perbandingan Galat Estimasi

Secara visual, Gambar 2 menyajikan perbandingan norma galat estimasi untuk ketiga metode.
Hasil simulasi menunjukkan bahwa galat estimasi filter Kalman meningkat secara signifikan ketika
gangguan bersifat non-ideal, sementara filter H,, menghasilkan galat yang relatif terbatas namun
cenderung konstan dan tidak cepat menurun. Filter hibrida H,,—Kalman menunjukkan galat estimasi
yang lebih kecil dan lebih stabil, terutama setelah fase transien awal.

Temuan ini mengindikasikan bahwa integrasi kriteria optimalitas Kalman dan robustnes H,,
melalui persamaan Riccati terpadu mampu menekan galat estimasi secara lebih efektif pada horizon
semi-takhingga. Dengan kata lain, filter hibrida tidak hanya unggul dalam menghadapi gangguan
terburuk, tetapi juga tetap adaptif terhadap informasi pengukuran yang tersedia.

PEMBAHASAN

Analisis Konvergensi Solusi Riccati
Persamaan Riccati terpadu yang diusulkan merupakan inti dari filter hibrida karena
menentukan matriks kovarians estimasi P(t) dan gain estimator L(t). Hasil simulasi menunjukkan
bahwa seluruh elemen diagonal matriks Riccati berkonvergensi menuju nilai tunak positif.
Secara matematis, konvergensi tersebut menunjukkan bahwa terdapat solusi positif semidefinit
P, = }rl_r)rgo P(t),

yang memenuhi Persamaan Riccati aljabar
1
0= AP, + PyAT — P,CTR™ICP, + Q + PPOOEETPOO.

Keberadaan solusi tunak tersebut mengindikasikan bahwa gain estimator
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Ly, = POOCTR‘1

juga konvergen terhadap nilai tetap sehingga menghasilkan estimator yang stabil pada horizon semi-
takhingga.

Convergence of Riccati Solution

6 — Pult)
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Gambar 3. Evolusi elemen diagonal matriks Riccati menuju solusi tunak pada horizon semi-takhingga.
Analisis Stabilitas Error Estimasi

Berdasarkan Teorema Stabilitas, dinamika galat

e(t) = x(t) — x(t)

memenuhi
é=(A—-LC)e.
Dengan memilih fungsi Lyapunov
V(e) = eTPe,
diperoleh
) 1
V =—e"Qe ——e"PEE" Pe.
14
Karena
Q>0
dan
P >0,
maka
V <o.
Akibatnya,

e(t) = 0(t » ).

Hasil simulasi memperlihatkan bahwa norma error menurun secara eksponensial sehingga
konsisten dengan hasil analisis teoritis.

Prosiding Diskusi Panel Nasional Pendidikan Matematika Universitas Indraprasta PGRI Jakarta.



Filter Hibrida H_co-Kalman Berbasis Riccati Terpadu untuk Sistem Waktu Kontinu dengan Jaminan Horizon Semi-Takhingga.487

Exponential Decay of Estimation Error
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Gambar 4. Norma galat estimasi yang menunjukkan konvergensi eksponensial menuju nol.

Analisis Robustness H

Salah satu kontribusi utama penelitian ini adalah integrasi kriteria H,, ke dalam struktur
Riccati Kalman. Berdasarkan Teorema Robustness diperoleh batas energi

f eTedtSyzf wTl w dt.
t

0 to

Hubungan tersebut menunjukkan bahwa energi galat estimasi tidak dapat melebihi y?2 kali
energi gangguan eksternal. Secara fisik, hasil ini berarti bahwa meskipun sistem mengalami
ketidakpastian parameter atau gangguan yang tidak diketahui, estimator tetap mempertahankan
performa dalam batas yang dapat diprediksi.

Verification of He Energy Bound

— EmorEnergy ||
}2 Disturbance Energy -

1754

1.50 4

[ =
o N
S ¥

Accumulated Energy
e
<
&
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Gambar 5. Verifikasi batas energi H,, yang menunjukkan energi galat selalu berada di bawah batas teoritis
2
Y-

Pengaruh Parameter Robustness y

Parameter y mengontrol tingkat robustnes estimator. Perhatikan bahwa untuk y — oo, maka
suku robustnes
1
FPEETP

menghilang sehingga filter identik dengan Kalman Filter klasik. Sebaliknya, ketika y terlalu kecil,
estimator menjadi sangat konservatif sehingga akurasi dapat menurun. Hasil simulasi menunjukkan
adanya nilai optimum yang menghasilkan kompromi terbaik antara robustnes dan akurasi estimasi.
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Sensitivity Analysis of Robustness Parameter

2 4 3 8 10
Robustness Parameter y

Gambar 6. Sensitivitas RMSE terhadap parameter robustnes y.
Perbandingan Kinerja Kalman, H,,, dan Hybrid

Hasil simulasi menunjukkan bahwa metode hibrida menghasilkan galat estimasi yang lebih
kecil dibandingkan Kalman Filter maupun H,, Filter.
Fenomena tersebut dapat dijelaskan melalui struktur fungsi objektif

Ju=A—=DJgr + /UHOO-

Komponen Jx» mendorong estimator untuk meminimumkan kovarians error rata-rata, sedangkan /,

membatasi pengaruh gangguan terburuk. Kombinasi keduanya menghasilkan estimator yang tetap
akurat pada kondisi nominal sekaligus robust terhadap ketidakpastian.

State Estimation Comparison

State
o
°

= True State
Kalman
— H=

— Hybrid

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 175 20.0
Time (s)

Gambar 7. Perbandingan estimasi state antara Kalman Filter, H, Filter, dan Hybrid Filter.
Trade-Off Akurasi dan Robustness

Salah satu temuan penting penelitian ini adalah adanya trade-off antara akurasi estimasi dan
kemampuan penolakan gangguan. Trade-off tersebut dapat diamati melalui hubungan antara RMSE
dan gain energi

I Gl

Semakin kecil nilai y, semakin kuat kemampuan penolakan gangguan, namun RMSE cenderung

meningkat. Sebaliknya, semakin besar y, estimator mendekati Kalman Filter sehingga RMSE
mengecil pada kondisi nominal tetapi robustnes berkurang.
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Accuracy-Robustness Trade-off

Energy Gain

2 4 6 8 10

Gambar 8. Trade-off antara akurasi estimasi dan kemampuan atenuasi gangguan untuk berbagai nilai y.

SIMPULAN

Penelitian ini mengusulkan filter hibrida H oo—Kalman berbasis Persamaan Riccati terpadu
untuk estimasi keadaan pada sistem waktu-kontinu dengan ketidakpastian pada horizon semi-
takhingga. Pendekatan yang diusulkan mengintegrasikan optimalitas statistik Kalman Filter dengan
sifat robust filter H oo dalam satu kerangka estimasi.

Berdasarkan analisis teoretis dan hasil simulasi numerik, filter yang diusulkan mampu
menghasilkan estimasi keadaan yang stabil dengan galat estimasi yang lebih kecil dibandingkan
Kalman Filter klasik dan filter H co. Hasil ini menunjukkan bahwa formulasi Riccati terpadu
memberikan keseimbangan yang baik antara akurasi estimasi dan ketahanan terhadap gangguan.

Penelitian ini memberikan kontribusi berupa kerangka matematis untuk pengembangan filter
hibrida pada sistem waktu-kontinu dengan horizon semi-takhingga. Sebagai pengembangan
selanjutnya, metode yang diusulkan dapat diperluas pada sistem nonlinier, sistem dengan parameter
berubah terhadap waktu, maupun skema estimasi terdistribusi untuk berbagai aplikasi rekayasa.
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