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 Abstract: This study aims to describe and analyze integration techniques 

involving substitution, partial fractions, and irrational functions through a 

literature review approach. Data were collected from journals, books, articles, 

and online sources related to calculus and integration methods. The review 

shows that these techniques are essential for solving integrals that cannot be 

handled directly, especially those involving composite functions, rational 

expressions, and irrational forms. Substitution simplifies complex intergrands, 

partial fractions are effective for rational functions with factorable 

denominators, and irrational integrals are often solved using algebraic 

manipulation or trigonometric substitution. The findings indicate that these 

techniques help students understand integration concepts more clearly and 

improve their problem-solving skills in calculus. 
 

Abstrak: Penelitian ini bertujuan untuk mendeskripsikan dan menganalisis 

teknik integral yang meliputi substitusi, fraksi parsial, dan fungsi irasional 

melalui pendekatan kajian pustaka. Data dikumpulkan dari jurnal, buku, artikel, 

dan sumber daring yang berkaitan dengan kalkulus dan metode integral. Hasil 

kajian menunjukkan bahwa teknik-teknik tersebut penting dalam menyelesaikan 

integral yang tidak dapat ditangani secara langsung, terutama yang melibatkan 

fungsi majemuk, bentuk rasional, dan bentuk irasional. Substitusi digunakan 

untuk menyederhanakan integran yang kompleks, fraksi parsial efektif 

diterapkan pada fungsi rasional dengan penyebut yang dapat difaktorkan, 

sedangkan integral fungsi irasional umumnya diselesaikan melalui manipulasi 

aljabar atau substitusi trigonometri. Temuan ini menunjukkan bahwa teknik-

teknik tersebut membantu mahasiswa memahami konsep integral dengan lebih 

jelas dan meningkatkan kemampuan pemecahan masalah dalam kalkulus. 
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PENDAHULUAN 

 

Kalkulus integral merupakan salah satu mata kuliah yang penting dalam program studi 

pendidikan matematika yang mempelajari konsep limit, turunan, dan integral (Septiani, 2025). 

Integral sebagai pembahasan utama digunakan untuk menyelesaikan berbagai permasalahan 

matematis (Monariska, 2019), maka penguasaan teknik pengintegralan menjadi kemampuan yang 

harus dimiliki mahasiswa pendidikan matematika untuk menyelesaikan persoalan tersebut secara 

sistematis, karena tidak semua fungsi dapat diintegralkan hanya dengan teknik dasar pengintegralan. 

Terdapat berbagai fungsi yang memiliki bentuk kompleks yang membuat teknik pengintegralan dasar 

tidak bisa langsung dilakukan untuk menyelesaikannya. Beberapa teknik yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan soal integral lanjut, yaitu teknik integral substitusi trigonometri dan aljabar, teknik 

fraksi parsial untuk mengintegralkan fungsi rasional, serta teknik khusus untuk mengintegralkan 

fungsi irasional. Ketiga teknik tersebut memiliki cara pengerjaan yang berbeda-beda sehingga 

mahasiswa perlu benar-benar paham untuk menerapkan teknik pengintegralan lanjutan tersebut 

dengan tepat sesuai bentuk fungsi yang akan diintegralkan (Anggoro, 2023).  

Teknik pengintegralan lanjut sangat penting untuk menyelesaikan berbagai jenis soal integral, 

namun mahasiswa masih mengalami kesulitan dalam aspek pemahaman serta penerapan konsepnya 

secara tepat (Nurrasa, 2024). Hal ini membuktikan perlunya analisis secara mendalam pada teknik 

pengintegralan lanjut baik dari segi pemahaman maupun penerapannya (Garak, S. S. (2023). 

Kesulitan yang ditemui tidak jauh dari identifikasi teknik yang sesuai pada bentuk fungsi tertentu 

hingga cara pengerjaan masing-masing teknik beserta aturan-aturannya. Salah satu teknik 

pengintegralan yang penting adalah substitusi, metode ini menyederhanakan integral fungsi yang 

berupa hasil dari turunan aturan rantai. Substitusi ini mengubah variabel menjadi u dan du untuk 

bentuk yang sesuai dalam integral (Strang dan Herman, 2016). Namun dalam teknik pengintegralan 

lanjutan, khususnya substitusi trigonometri ini digunakan untuk menyederhanakan bentuk integral 

tertentu. Lingaraju (2025) menjelaskan bahwa metode substitusi dalam integral tidak hanya terbatas 

pada pergantian variabel saja, tapi mencakup substitusi trigonometri dan transformasi lanjutan yang 

digunakan untuk menyelesaikan integral berbentuk lebih kompleks. 

Setelah substitusi lanjutan, terdapat teknik fraksi parsial yang digunakan dalam penyelesaian 

integral fungsi rasional. Fungsi rasional yang berbentuk pecahan dua polinom akan sulit untuk 

diintegralkan secara langsung, maka perlu diuraikan menjadi beberapa pecahan yang lebih sederhana. 

Luo (2024) menjelaskan bahwa dekomposisi fraksi parsial memungkinkan suatu fungsi rasional 

dipecah hingga menjadi komponen yang lebih sederhana sehingga proses pengintegralan dapat 

dilakukan secara sistematis. Maka hal ini membuat metode fraksi parsial menjadi salah satu teknik 

yang sangat penting dalam kajian pengintegralan lanjutan, khususnya pada fungsi rasional. Teknik 

pengintegralan lanjutan selanjutnya adalah integral fungsi irasioanl, yaitu integral dengan bentuk akar 

dari suatu fungsi aljabar. Bentuk akar seperti ini cenderung membuat integral tidak bisa diselesaikan 

secara langsung menggunakan aturan dasar sehingga diperlukan transformasi tertentu untuk 

memanipulasi bentuk akar agar menjadi lebih sederhana. Cieśliński (2023) menjelaskan bahwa 

berbagai bentuk integral irasional dapat diubah menjadi bentuk yang lebih sederhana dengan 

substitusi yang tepat seperti substitusi Euler untuk bentuk integral yang berkaitan dengan akar kuadrat 

dari polinom kuadrat.  

Berdasarkan hal tersebut, penguasaan teknik pengintegralan lanjutan yang mencakup 

substitusi lanjutan, fraksi parsial, dan penanganan fungsi irasional merupakan kompetensi yang 

sangat diperlukan oleh mahasiswa dan praktisi matematika. Berbagai penelitian menunjukkan bahwa 

kesulitan utama yang dihadapi mahasiswa dalam mempelajari kalkulus integral sering kali berpusat 

pada ketidakmampuan dalam memilih dan mengaplikasikan teknik yang tepat sesuai dengan 

karakteristik integran yang dihadapi (Utari, R. S. 2019). Oleh sebab itu, artikel ilmiah ini disusun 

dengan tujuan untuk memberikan penjelasan yang sistematis mengenai integral substitusi lanjutan, 

langkah-langkah penyelesaian integral fungsi rasional menggunakan metode fraksi parsial, serta 

prosedur pengintegralan fungsi irasional melalui teknik substitusi yang sesuai. Dengan demikian, 
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diharapkan artikel ini dapat menjadi referensi akademis yang bermanfaat bagi pembaca dalam 

memahami dan mengaplikasikan teknik-teknik tersebut secara tepat dan efisien. 

Rumusan Masalah: 

1. Bagaimana cara menyelesaikan soal integral dengan teknik integral substitusi lanjutan? 

2. Bagaimana cara menyelesaikan integral fungsi rasional dengan metode fraksi parsial? 

3. Bagaimana cara menyelesaikan integral fungsi irasional dengan teknik substitusi yang sesuai? 

Tujuan Penelitian: 

1. Mendeskripsikan langkah penyelesaian integral dengan teknik substitusi lanjutan 

2. Mendeskripsikan langkah penyelesaian integral fungsi rasional menggunakan fraksi parsial. 

3. Mendeskripsikan langkah penyelesaian integral fungsi irasional melalui substitusi. 

 

METODE 

 

Penelitian ini menggunakan metode kajian pustaka sebagai pendekatan utamanya untuk 

mengumpulkan, menelaah, dan menganalisis sumber atau referensi ilmiah yang relevan dengan topik 

pembahasan. Metode ini dipilih karena dapat memberikan fondasi teori yang kuat, memperluas 

perspektif analisis, dan membantu peneliti untuk memahami kajian materi secara sistematis (Snyder, 

2019). Melalui pendekatan ini, peneliti diharapkan tidak hanya mengumpulkan informasi dari 

berbagai referensi, namun melakukan analisis terhadap hasil penelitian sebelumnya agar 

mendapatkan pemahaman yang lebih mendalam terkait topik yang dikaji (Barry, E. S. 2022). 

Berbagai sumber yang digunakan dalam penelitian ini meliputi buku akademik, artikel jurnal 

ilmiah, laporan penelitian, serta sumber-sumber dengan berkredibal lainnya yang memiliki 

keterkaitan dengan topik penelitian. Pemilihan sumber dilakukan secara selektif dengan 

mempertimbangkan keterkaitan, kualitas isi, kejelasan metodologi, serta kebaruan informasi (Kraus 

et al. 2022). Sumber yang sifatnya umum digunakan sebagai pengantar konsep, sedangkan sumber 

yang lebih spesifik digunakan untuk mendukung argumen utama dalam pembahasan. 

Proses kajian pustaka dilakukan melalui beberapa tahapan. Tahap pertama adalah 

mengindentifikasi tema dan merumuskan kata kunci yang sesuai dengan pembahasan penelitian (van 

wee et al 2024). Tahap ini dilakukan agar pencarian referensi menjadi lebih terarah dan tidak 

menyimpang terlalu jauh dari topik pembahasan. Tahap berikutnya adalah pencarian literatur melalui 

berbagai sumber data dan sumber akademik yang mempunyai kredibilitas. Setelah referensi 

terkumpul, selanjutnya dilakukan analisis untuk menilai isi, konteks, dan kegunaan masing-masing 

sumber terhadap pembahasan penelitian. Pada tahap ini, peneliti memperhatikan dengan seksama 

kesesuaian antara teori, temuan empiris, dan argumentasi yang terdapat dalam literatur. 

Selanjutnya data literatur dianalisis menggunakan teknik deskriptif analitis. Teknik ini 

dilakukan dengan cara memaparkan isi dari setiap sumber, membandingkan pandangan berbagai 

penulis, serta mengaitkan temuan-temuan yang relevan untuk membentuk kerangkan pemikiran yang 

menyeluruh. Analisis kemudian ditekankan pada proses interpretasi dan sintesis agar diperoleh 

kesimpulan yang mendalam. Dengan demikian, kajian pustaka dalam penelitian ini berfungsi sebagai 

fondasi utama dalam membangun argumentasi ilmiah. 

Melalui kajian pustaka, penelitian ini diharapkan dapat menyampaikan pembahasan yang 

berbasis penelitian ilmiah, terstruktur, dan dapat dipertanggungjawabkan secara akademik. Selain itu, 

metode ini juga membantu mengidentifikasi celah penelitian, sehingga hasil kajian dapat memberikan 

kontribusi untuk pengembangan ilmu pengetahuan. 

 

HASIL 

 

Berdasarkan metode kajian pustaka, dapat ditemukan bahwa penyelesaian untuk pembahasan 

ini dapat dirumuskan ke dalam tiga bentuk utama, yaitu integral substitusi lanjutan, integral fungsi 

rasional yang diselesaikan dengan fraksi parsial, dan integral fungsi irasional yang diselesaikan 

dengan substitusi yang sesuai.  
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Integral Substitusi Lanjutan 2 

Menurut Gilbert Strang (2016), solusi yang dapat digunakan dalam penyatuan kombinasi 

perkalian dari sin 𝑥  dan cos⬚  𝑥 berpangkat dengan cara penulisan ulang bentuk integral menjadi 

bentuk ∫ sin𝑗 𝑥 cos 𝑥
 

 
 𝑑𝑥 atau ∫ cos𝑗 𝑥 sin 𝑥

 

 
 𝑑𝑥. Setelah menulis ulang bentuknya, kita dapat 

menggunakan substitusi u. Contohnya: 

Hitunglah ∫ cos3 𝑥 sin 𝑥
 

 
 𝑑𝑥 

Jawab: gunakan substitusi u, maka 𝑢 = cos 𝑥 dan 𝑑𝑢 = −sin 𝑥  𝑑𝑥 

Sehingga ∫ cos3 𝑥 sin 𝑥
 

 
 𝑑𝑥 = −∫ 𝑢3𝑑𝑢

 

 
= −

1

4
𝑢4 + 𝐶 = −

1

4
cos4 𝑥 + 𝐶. 

Jika keduanya memiliki pangkat seperti bentuk ∫ cos𝑗 𝑥
 

 
  sin𝑘 𝑥  𝑑𝑥 dimana k adalah bilangan ganjil, 

maka solusinya adalah menggunakan identitas sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1. Contohnya: 

Hitunglah ∫ cos2 𝑥
 

 
  sin3 𝑥  𝑑𝑥 

Jawab: ∫ cos2 𝑥
 

 
  sin3 𝑥  𝑑𝑥 = ∫ cos2 𝑥

 

 
 (1 − cos2 𝑥) sin 𝑥  𝑑𝑥 kemudian gunakan substitusi u 

𝑢 = cos 𝑥 dan 𝑑𝑢 = −sin 𝑥  𝑑𝑥. Maka   = ∫ −𝑢2(1 − 𝑢2)
 

 
 𝑑𝑢 = ∫(𝑢4 − 𝑢2)

 

 
 𝑑𝑢 =

1

5
𝑢5 −

1

3
𝑢3 +

𝐶 =
1

5
cos5 𝑥 −

1

3
cos3 𝑥 + 𝐶. 

Jika keduanya memiliki pangkat genap, maka dapat menggunakan rumus kesamaan sudut paruh: 

sin2 𝑥 =
1

2
(1 − cos 2 𝑥), cos2 𝑥 =

1

2
(1 + cos 2 𝑥), dan sin 𝑥   cos 𝑥 =

1

2
sin 2 𝑥. 

Untuk integral yang memiliki bentuk sin(𝑎𝑥) atau cos(𝑏𝑥) dapat menggunakan rumus: 

sin(𝑎𝑥)   sin(𝑏𝑥) =
1

2
cos((𝑎 − 𝑏)𝑥) −

1

2
cos((𝑎 + 𝑏)) 

sin(𝑎𝑥)   cos(𝑏𝑥) =
1

2
sin((𝑎 − 𝑏)𝑥) +

1

2
sin((𝑎 + 𝑏)𝑥) 

cos(𝑎𝑥)   cos(𝑏𝑥) =
1

2
cos((𝑎 − 𝑏)𝑥) +

1

2
cos((𝑎 + 𝑏)𝑥) 

Untuk integral perkalian tan 𝑥 dan sec 𝑥 berpangkat mempunyai cara yang sama dengan integral 

perkalian sin 𝑥 dan cos 𝑥 berpangkat, namun jika pangkat k bilangan ganjil maka dapat menggunakan 

identitas sec2 𝑥 = 1 + tan2 𝑥. 

 

Integral Substitusi Lanjutan 3 

Menurut Gilbert Strang (2016), substitusi trigonometri adalah teknik yang sangat berguna 

untuk menyelesaikan soal dengan bentuk integral akar. Teknik ini menggunakan substitusi untuk 

menulis ulang integral bentuk tersebut menjadi bentuk integral trigonometri. Berikut beberapa bentuk 

dan cara pengerjaannya. 

Bentuk  dapat diselesaikan dengan substitusi dan  dengan . Contohnya ∫ ⬚
 

 
√9 − 𝑥2𝑑𝑥 =

√9 − (3𝑠𝑖𝑛𝜃)23𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 

= ∫9
 

 

cos2 𝜃  𝑑𝜃 = ∫ 9(
1

2
+
1

2
cos(2𝜃))𝑑𝜃

 

 

=
9

2
𝜃 +

9

4
sin(2𝜃) + 𝐶 =

9

2
𝜃 +

9

4
(2 sin 𝜃 cos 𝜃) + 𝐶 

=
9

2
sin−1 (

𝑥

3
) +

9

2
×

𝑥

3
×

√9−𝑥2

3
+ 𝐶 =

9

2
sin−1 (

𝑥

3
) +

𝑥√9−𝑥2

2
+ 𝐶. 

Bentuk √𝑎2 + 𝑥2 dapat diselesaikan dengan substitusi 𝑥 = 𝑎 𝑡𝑎𝑛𝜃 dan 𝑑𝑥 = 𝑎 sec2 𝜃  𝑑𝜃 dengan 

−
𝜋

2
≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
. Contohnya ∫

𝑑𝑥

√1+𝑥2

 

 
= ∫

sec2 𝜃

𝑠𝑒𝑐𝜃
𝑑𝜃

 

 
= ∫ 𝑠𝑒𝑐𝜃

 

 
 𝑑𝜃 = ln|𝑠𝑒𝑐𝜃 + 𝑡𝑎𝑛𝜃| + 𝐶 =

ln|√1 + 𝑥2 + 𝑥| + 𝐶. 

Bentuk √𝑥2 − 𝑎2 dapat diselesaikan dengan substitusi 𝑥 = 𝑎 𝑠𝑒𝑐𝜃 dan 𝑑𝑥 =

𝑎 𝑠𝑒𝑐𝜃  𝑡𝑎𝑛𝜃 𝑑𝜃 dengan 0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
 atau 

𝜋

2
< 𝜃 ≤ 𝜋. Contohnya ∫

𝑑𝑥

√(𝑥2−4)

 

 
= ∫

2𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃 𝑑𝜃

2𝑡𝑎𝑛𝜃

 

 
=

∫ 𝑠𝑒𝑐𝜃
 

 
 𝑑𝜃 = ln|𝑠𝑒𝑐𝜃 + 𝑡𝑎𝑛𝜃| + 𝐶. 
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Integral Fungsi Rasional dengan Fraksi Parsial 

Pada integral fungsi rasional ini, metode dekomposisi pecahan parsial membuat fungsi 

rasional yang rumit menjadi lebih sederhana dan dapat diintegralkan dengan mudah. Fungsi rasional 

mempunyai bentuk umum 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 dan jika pangkat 𝑃(𝑥) lebih besar dari pangkat 𝑄(𝑥) maka dapat 

dilakukan pembagian terlebih dahulu, contohnya seperti 
𝑥2+3𝑥+5

𝑥+1
 yang dapat diubah menjadi 𝑥 + 2 +

3

𝑥+1
 dengan rumus 𝑅(𝑥) +

𝐾(𝑥)

𝑙(𝑥)
 dimana 𝑅(𝑥) adalah hasil pembagian dan 

𝐾(𝑥)

𝑙(𝑥)
 adalah sisa pembagian. 

Namun jika pangkat 𝑃(𝑥) lebih kecil dari 𝑄(𝑥) dapat dilakukan pemisahan seperti contoh berikut, 
3𝑥

𝑥2−𝑥−2
 dapat diubah bentuknya menjadi 

1

𝑥+1
+

2

𝑥−2
 agar lebih sederhana. 

Untuk mengintegralkan pecahan rasional yang pangkat penyebutnya lebih besar dari pembilang 

terdapat 3 kemungkinan, yaitu: 

1. Faktor linear tidak berulang 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴

𝑎1𝑥 + 𝑏1
+

𝐴2

𝑎2𝑥 + 𝑏2
+⋯+

𝐴𝑛

𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛
 

Contoh:∫
3𝑥+2

𝑥3−𝑥2−2𝑥

 

 
 𝑑𝑥 

3𝑥+2

𝑥(𝑥−2)(𝑥+1)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥−2
+

𝐶

𝑥+1
  

3𝑥 + 2

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 1)
=
𝐴(𝑥 − 2)(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 + 1)𝑥 + 𝐶(𝑥 − 2)𝑥

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 1)
 

3𝑥 + 2 = 𝐴(𝑥 − 2)(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 + 1)𝑥 + 𝐶(𝑥 − 2)𝑥 

3𝑥 + 2 = (𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑥2 + (−𝐴 + 𝐵 − 2𝐶)𝑥 + (−2𝐴) 
Maka persamaannya: 

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0  
−𝐴 + 𝐵 − 2𝐶 = 3  

−2𝐴 = 2  

Maka dapat diketahui masing masing konstanta 𝐴 = −1 , 𝐵 =
4

3
, 𝐶 = −

1

3
. Sehingga  

∫
3𝑥 + 2

𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥
𝑑𝑥

 

 

= ∫ (−
1

𝑥
+
4

3
×

1

(𝑥 − 2)
−
1

3
×

1

(𝑥 + 1)
) 𝑑𝑥

 

 

=   − ln|𝑥| +
4

3
ln|𝑥 − 2| −

1

3
ln|𝑥 + 1| + 𝐶 

2. Faktor linear berulang 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴1

𝑎𝑥 + 𝑏
+

𝐴2

(𝑎𝑥 + 𝑏)2
+⋯+

𝐴𝑛

(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛
 

Contoh: ∫
𝑥−2

(2𝑥−1)2(𝑥−1)
𝑑𝑥

 

 
 

𝑥 − 2

(2𝑥 − 1)2(𝑥 − 1)
=

𝐴

2𝑥 − 1
+

𝐵

(2𝑥 − 1)2
+

𝐶

𝑥 − 1
 

𝑥 − 2 = 𝐴(2𝑥 − 1)(𝑥 − 1) + 𝐵(𝑥 − 1) + 𝐶(2𝑥 − 1)2 

𝑥 − 2 = (2𝐴 + 4𝐶)𝑥2 + (−3𝐴 + 𝐵 − 4𝐶)𝑥 + (𝐴 − 𝐵 + 𝐶) 
Maka persamaannya 

2𝐴 + 4𝐶 = 0  
−3𝐴 + 𝐵 − 4𝐶 = 1  
𝐴 − 𝐵 + 𝐶 = −2  

Maka diketahui masing-masing konstanta 𝐴 = 2 , 𝐵 = 3 , 𝐶 = −1 . Sehingga  

∫
𝑥 − 2

(2𝑥 − 1)2(𝑥 − 1)
𝑑𝑥

 

 

= ∫ (
2

2𝑥 − 1
+

3

(2𝑥 − 1)2
−

1

𝑥 − 1
)𝑑𝑥

 

 

= ln|2𝑥 − 1| −
3

2(2𝑥 − 1)
− ln|𝑥 − 1| + 𝐶 
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3. Faktor kuadratatik 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝐴1𝑥 + 𝐵1

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2
+

𝐴2𝑥 + 𝐵2

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2
+⋯+

𝐴𝑛𝑥 + 𝐵𝑛

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2
 

Contoh: ∫
2𝑥−3

𝑥3+𝑥
𝑑𝑥

 

 
 

2𝑥 − 3

𝑥(𝑥2 + 1)
=
𝐴𝑥 + 𝐵

𝑥2 + 1
+
𝐶

𝑥
 

2𝑥 − 3 = (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑥 + 𝐶(𝑥2 + 1) 
Maka diketahui 𝐴 = 3 , 𝐵 = 2 , 𝐶 = −3 . Sehingga 

∫
2𝑥 − 3

𝑥3 + 𝑥
𝑑𝑥

 

 

= ∫ (
3𝑥 + 2

𝑥2 + 1
−
3

𝑥
)𝑑𝑥

 

 

=
3

2
ln|𝑥2 + 1| + 2 tan−1 𝑥 − 3 ln|𝑥| + 𝐶 

 

 

Integral Fungsi Irasional 

∫
√𝑥
3

1 + √𝑥
𝑑𝑥

 

 

 

Untuk integral bentuk irasional tersebut, pertama kita dapat mencari KPK dari akar pangkat tersebut, 

yaitu 3 dan 2. KPKnya adalah 6, maka dibuat substitusi 𝑥 = 𝑢6, 𝑑𝑥 = 6𝑢5𝑑𝑢. Sehingga 

∫
√𝑥
3

1 + √𝑥
𝑑𝑥

 

 

= ∫
√𝑢6
3

1 + √𝑢6
6𝑢5𝑑𝑢

 

 

= 6∫
𝑢7

1 + 𝑢3
𝑑𝑢

 

 

= 𝑢6 − 2𝑢3 − 3 + 2 ln|1 + 𝑢3| + 𝐶 

= 𝑥 − 2√𝑥 + 2 ln|1 + √𝑥| + 𝐶 

 

 

PEMBAHASAN 

 

Berdasarkan hasil penelitian tersebut, teknik pengintegralan lanjutan dapat dikelompokkan 

menjadi 3 bentuk berbeda, yaitu integral substitusi lanjutan, integral fungsi rasional dengan fraksi 

parsial, dan integral fungsi irasional dengan substitusi yang sesuai. Temuan ini berfokus pada 

pemilihan metode yang tepat untuk setiap bentuk integral, karena metode penyelesaian setiap bentuk 

tidak dapat disamakan dengan yang lainnya. Maka dalam hal ini, teknik pengintegralan dengan aturan 

dasar tidak dapat digunakan untuk menyelesaikan bentuk integral yang bentuknya kompleks dan 

khusus. 

Pada integral substitusi lanjutan, langkah utama dalam menyelesaikannya adalah dengan 

membuat ulang atau memanipulasi bentuk awal integral sesuai dengan ketentuan substitusi yang 

sudah dikemukakan, yaitu sinus dan cosinus atau secan dan tangen. Setelah diidentifikasi bentuk 

trigonometri yang sesuai, perhatikan masing-masing pangkat dari trigonometri tersebut ganjil atau 

genap. Maka setelahnya dapat dilakukan metode substitusi u dan du berdasarkan trigonometri 

tersebut. 

Selanjutnya pada integral fungsi rasional dengan metode fraksi parsial, metode ini digunakan 

dalam fungsi polinom bentuk pecahan yang berfokus pada pangkat pembilang dan penyebut. Jika 

pangkat pembilang lebih tinggi dari penyebut, maka pembagian secara langsung dapat dilakukan 

untuk mendapatkan hasil pembagiann serta sisa pembagiannya sebagai hasil. Namun jika ternyata 

pangkat penyebut lebih tinggi dari pembilang, terdapat 3 kemungkinan cara yang dapat dilakukan, 

yaitu faktor linear tidak berulang, faktor linear berulang, serta faktor kuadratik. Hasilnya 

menunjukkan bahwa ketiga cara khusus tersebut dapat menyelesaikan soal dengan 3 bentuk pecahan 

kompleks yang berbeda hingga menjadi bentuk yang mudah untuk diintegralkan. 

Pada fungsi irasional, akar pada bentuk fungsi aljabar menjadi tantangan dalam 

penyelesaiannya. Maka dengan substitusi khusus yang digunakan untuk mengubah bentuk irasional 

tersebut menjadi lebih sederhana dengan menentukan KPK dari pangkat akar yang ada, kemudian 

melakukan substitusi agar semua bentuk akarnya sama. 
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Secara keseluruhan, ketiga teknik pengintegralan lanjutan ini memiliki cara pengerjaan yang 

berbeda-beda. Menyebabkan peserta didik dapat mengalami kesulitan dalam prosesnya yang 

berbeda-beda juga, namun seluruh teknik ini memiliki tujuan yang sama untuk menyederhanakan 

setiap bentuk kompleks yang muncul. Peserta didik perlu memiliki kemampuan untuk mengenali 

bentuk integral, mengenali polanya, lalu memilih teknik yang tepat untuk setiap bentuknya yang unik. 

   

 

SIMPULAN 

 

Kesimpulannya ketiga teknik pengintegralan lanjutan memiliki keterkaitan yang mendalam 

serta saling melengkapi dalam menyelesaikan berbagai bentuk integral yang tidak dapat diselesaikan 

dengan teknik pengintegralan dasar. Pada integral substitusi lanjut, perlu mengenal sifat ganjil dan 

genap dari pangkat trigonometri yang muncul hingga kemudian melakukan substitusi u dengan 

bentuk trigonometri tersebut. Pada fraksi parsial, kemampuan dalam membedakan bentuk pecahan 

diperlukan untuk menyelesaikan ketiga bentuk tersebut, yaitu faktor linear tidak berulang, faktor 

linear berulang, dan faktor kuadratik yang menjadi penentu untuk memperoleh nilai konstanta. 

Hingga akhirnya pada integral fungsi irasional, Penentuan akar pangkat serta KPK diperlukan untuk 

menyederhanakan bentuk yang kompleks menjadi sederhana. 

Hasil temuan ini menekankan bahwa kesulitan yang dialami bukan hanya terdapat pada 

ketidaktahuan terhadap rumus, namun pada kurangnya kemampuan mengidentifikasi setiap bentuk 

dan pola khusus yang diperlukan untuk menyelesaikan setiap soal integral dengan bentuk yang 

berbeda-beda. Dengan demikian, temuan ini diharapkan dapat memberikan kontribusi bagi 

mahasiswa pendidikan matematika dalam memahami setiap teknik pengintegralan lanjutan. 
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