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Info Artikel Abstrak

Objek dalam pandangan ini ada 4 hal, yaitu: 1. Momentum sudut, 2. Matriks
Kata kunci: Invers, 3. Komutator Kartesian dan 4. Komutator Bola. Tujuan utama
Matriks, Invers, Komutator, adalah untuk memperlihatkan pembuktian tentang komutator jarang (tidak
Kartesian dan Bola pernah) ditemukan pada buku-buku mekanika kuantum lainnya. Salah satu

hasil nya adalah: [%, B,] = [9, D, | = [2,9,] = ik, [£,0,] = [9,9.] =
[2,,] =0, [2,p] = [9.8] = [2,p] = ih, [L,, L,] = ihL,, [L,.L,]
= ihLy, [L,L,] = ihl,, LxL = ihl, LxL = 0, [[%L,] =
[12,L,] = [I%L,] = 0 dan [2Z] = 0, L, = —iA(sing = +
cot 6 cos ¢ a) L —fih(cosq)%fcotesin(p%), EZ=—ih%,

I? = —n? 1{ (sm@ )}+ L
sin6 (96 a6 sin2 0 9?2’

How to Cite: Fatahillah. (2020). Kajian Operator Komutator. Prosiding Seminar Nasional Sains 2020, 1 (1). 14-23.

PENDAHULUAN

Pada tulisan ini akan dibahasan dari 2 macam bentuk operator komutator yaitu operator
komutator kartesian dan operator komutator bola, penjelasannya dalam bentuk soal pembuktian
operator komutator.

Penulisan ini juga didasarkan hasil konsultasi penulis dengan Prof Emerittus. Pantur Silaban,
Ph.D ditahun 2001 yang bertempat fakultas teknik UKRIDA.

Disini akan dibuktikan bahwa:
[2,0x] = [9.By] = [2,8,] = ih, [2,Dy] = [9,82] = [2 P ] 0, [%p] = [9,p] = [2.p] = ih, [Ly, L] =
ihL,, |L,,L,| = ihLy, [L,, L] =ihLl,, L x L=ihl, L x L=0, [I?,L,] = [L2 L]

= [2,L,] = 0 dan [[2,L] = 0, L, = _lh(sm(pai + ot9cos<p ) L, = - ih(cosw% -
cot@singo%),zz:_ih%’ Zzz_hzsnlle{ (1n9 )} smzefhp

METODE PENELITIAN
Metoda pembahasan ini berdasarkan studi literature dan pengembangannya yang lebih mendalam
berdasarkan teori-teori yang pernah didapat dalam bentuk menjawab soal pembuktian.
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HASIL PENELITIAN
Operator Comutator
Operator ini banyak diaplikasikan dalam momentum sudut dalam mekanika kuantum, bukan
fisika kuantum dimana “mekanika kuantum” lebih ditekankan kepada pembahasan matematisnya
seperti salah satunya adalah “operator komutator”.

Momentum sudut
Menurut mekanika newton ada kemiripan antara momentum linier dan momentum sudut seperti:

Ij }dlmana:
p=1L

22

Gaya: F= ‘;—f, dan Momen Gaya: 7 = %, sehingga ada kemiripan diantaranya seperti:

p = momentum linier dan L = momentum sudut dengan hubungan sbb:

YPz — ZDy Ly
L=#xp = [ ] [ ] [pr - xpz] = |Ly|, dan komponen vektor momentum sudutnya:
XDy — YDx L,
=Ybz —
L = Zpx — XPZ dan: L? = L% + L3, + L%, dan sebagai operator berbentuk:
Lz = xPy YDx

L,
L= lz ] sehingga: L = 12 + L2 +12=(yp, - zpy) + (zpy — xpy)?% + (xpy VDx)

Operator momentum
Pada penurunan persamaan Schrodinger didapatkan hasil bahwa operator momentum linier

= I[y%_Z%I
adalah: p = — AV = —zhia—l dan operator momentum sudut: L —lhlz—x—xa%i
I X5~V
Zx Zx lh’a— —]
= éy dimana: éy =zh|z;4x—xai|—ih(f><l7)
L, L, |_ %_y%

Definisi dan Lambang Operator Komutator
Komutator bekerja terhadap operator-operator yang dilambangkan dan didefinisikan sbb:

[A,B] = AB — BA, dimana: A dan B adalah operator.
Berdasarkan sistim koordinatnya maka ada 2 macam operator komutator yaitu Operator Komutator
Kartesian dan Operator Komutator Bola
Berdasarkan sifathnya maka ada 2 macam komutator, yaitu:

1. Operator komutator kompatibel bila [A, B] = 0 (compatible commutator) dan

2. Operator komutator non kompatibel, bila [A4,B] # 0 , dimana: A #= B (noncompatible

commutator).

Marilah kita membahas operator ini sekalian membahas contoh-contoh soalnya.

Cartesian Comutator (Komutator Kartesian)

Disini soal dibagi dalam 2 bagian yaitu pembahasan soal fundamental yang hasilnya akan akan
diterapkan sebagai dasar dalam pembuktian hukum-hukum Cartesian Comutator dan spherical
Comutator.

Fundamental Komutator Kartesian:
Buktikan bahwa: a). [a, xy] = x[a, y] + [a, x]y, b). [ax, y] = a[x, y] + [a, y]x, ¢). [ax + xb, x] =
[ax,x] + [x,b]x dand). [a + b,c + d] = [a,c] + [a,d] + [b,c] + [b,d]
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Bukti:

a) [a,xy] =axy—xya=axy—xay + xay — xya = (ax — xa)y + x(ay — ya)
=x(ay —ya) + (ax — xa)y = x[a, y] + [a,x]y
Jadi: [a, xy] = x[a,y] + [a, x]y

b) [ax,y] =axy—yax =axy —ayx + ayx — yax = (axy — ayx) + (ayx — yax)
=alxy —yx) + (ay —ya)x =a[x,y] + [a,y]x
Jadi: [ax, y] = a[x,y] + [a, y]x

c) [ax + xb,x] = (ax + xb)x — x(ax + xb) = axx + xbx — xax — xxb
= axx — xax + xbx — xxb = (axx — xax) + (xbx — xxb) = [ax, x] + [xb, x]
Jadi: [ax + xb, x] = [ax, x] + [xb, x]

d [A+B,C+D]=(A+B)(C+D)-(C+D)A+B)
=AC+AD+BC+BD-CA-CB-DA-DB
=AC-CA+AD -DA+BC-CB +BD —-DB
=(AC —CcA) + (AD — DA) + (BC — CB) + (BD — DB)
=[A,C] +[A,D] +[B,C] + B, D]
Jadi: [A+ B,C + D] =[A,C] +[A,D] +[B,C] + [B,D]

e) [AB,CD]=C[AB, D +[4B,C]D = C([AB,D]) + ([AB,C])D
=C(A[B,D] +[A,D]B) + (A[B,C] + [A,C]B)D
- CA[B, D] + C[A. D B+ A[B,C]D + [A,C]BD
Jadi: [AB, CD] = CA[B, D] + C[A,D]B + A[B, C]D +[A, C]BD

'—I_l_l_‘

Aplikasi Fundamental Cartesian Comutator

92 q; %y 9%y _ 9%y %y _ 9%y
1. Buktikanlah bahwa = 3yox’ 3xdz - 320 dan 3502~ 323y bila:

= eilkCuiy+a)- wt} = q;(x, y,z,t)

Bukti:
92 a (0 ., 0 i _
% — - (%) -9 - {ay ( ilk(x+y+2)— wt})} ik o (el{k(x+Y+Z) wt})

_k2e i{fk(x+y+z)-wt} — _ kZLIJ

a a ., 0 i _
=_ quJ dan ay;; % (%) == % {ax ( ifk(x+y+z)— wt})} lk@ (el{k(x+y+z) wt})

= _ k2eilk(x+y+z)-wt} = kZLIJ
Jadis 2L = 20

%0y ﬁ — terbukti.

2 2 2 2
Dengan cara yang sama akan terbukti bahwa: o i 0y _ 0y

dxdz  9zdx dyodz B 0z0y
2. Buktikanlah bahwa: a). [£, ] = [9,By] = [2,9.] = ik
Bukti:

[, 510 = (2 — B = {x (—ih ) = (=ih ) x} w

(1) (3) ) ) (o -
+lh( Y+ x )——lhx +lh l|J+lhx lhall}—lhll}
Jadi: [x Dol = lh — terbukti.

Dengan cara yang sama akan terbukti bahwa: [37, ﬁy] =[2,p,] =ih
3. Buktikanlah bahwa: [2,p,] = [9,9,] = [2,5,] =0

Bukti:
2,810 = [x, By [W = (xBy — Byx) ¥ ={ (_' i) - (_ih%)x}‘p
——lh{x———(xtll)}——lhx—+lh—(XlIJ) —ihxg—i*-ihg—;ll]‘l'ihxg—qyj

= ih—qu = ih(0)y = 0, dengan cara yang sama akan terbukti bahwa: [,5,] = [2,p,] =0

Jadi: [x py] [y.9,] =
3. Buktikanlah bahwa: [%,
Bukti:

[2, D] = 0 — terbukti.
pl=1[9.01=12p] =in
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(X, 9]0 = (xp —p)Y = x |Dy| — |Dy|x | W = |XDy | — |DyX]| | ¥

z Dz XD, Dzx
xﬁx - ﬁxx [X, ﬁx] [x, ﬁxhlJ iflll! lhll)
= |xby — Byx| ¥ = [, By ]| 0 = | [, By W —[OqJ]:[ 0 ]=ih1|1, atau: [£, p]
Xﬁz - ﬁzx [X, pAZ] [x, ﬁz:lllJ Oy 0
= ihs

Jadi: [X, p] = ih — terbukti.

Dengan cara yang sama dapat dihasilkan bahwa: [X, p] = [
Buktikanlah bahwa: [L,, L, ] = ihL,, [L,,L,] = ihL, dan |
Bukti:

[Lx: Ly]llJ = [51\132 - ZAﬁy'ZAﬁx - fﬁz]qj = [j}ﬁzr ZAﬁx]LIJ + [ZAﬁy' J/C\Zaz]LIJ - [ZAﬁy'ZAﬁx]lIJ
—[9D2, 2P W =L + 1, — 1314

Dimana:

L =[P, gﬁx]tli = [y(?z, 2P ] = (yzzzzzﬁx - Zﬁaéyﬁz)llj = yﬁzzaﬁxlpa; 2D YD

— _ . v _ . v _ _ . v _ . v - _ 2 v oy

_y( ih Z)Z( lhax)lIJ Z( i )y( )LIJ az(zax)

2
+ h%z a(ya—w)LhZ 92 _ p2 z‘”’+h2 aya"’+h2 y IV - p2y, 0200

ax 0z 0z dx y 0z0x 0x 0z axaz yaz ox
2 0y0y .o 2y 2 Vo g2 alIJ 2 alll 2., 9%
thz dx 0z hyaa+hyaaz_ h%y +hz(0) hyax

Dengan cara yang sama dapat dihasilkan bahwa
2 an an IR
L =h2x ), Iy = (29, 20,0 = (99, 20,10 = 1, = 0
Sehingga:
P a 2 d 3

Loly=h+ - —1y=—h?y S + 22T+ 0+ 0=A2x 3~ 2y )
= h(—ih)xg—i’

N T N O N A _ " oy
- lh(—lh)ya = lh{(—lh)x5 — (=ih)y 5} =ih {x (—lh 5) -y (—lh 5)}

. . D (o . A .
=ih {x (—lha) -y (—lha)}tl} = Lh{xpy — ypx}tlj = ihL,, atau: [Lx, Ly]L|J
=ihL,
Jadi: Ly, L, | = inL,
Maka dengan cara yang sama dapat dihasilkan: [L,, L,] = ihL, dan [L,, L,] = ihL,
Buktikanlah bahwa: a). L x L = iaL danb). L x L =0

Bukti:
L (L [BL L, [ L] [inl.] (L
a) LxL=|L,|x|Ly|=| 1,0y — L, | = |[Es L] | = |iRL, | = iR |1, | = inL
il i) |52, -0,L] |[L.L,]] lini, L,
Jadi: L x L = ihL (terbukti)
Sebaliknya dalam bentuk vektor (bukan operator vektor lagi), maka:
Ll [Le] [LyLz—LyLz] to
b) LxL=|Ly|x|Ly|=|LsLy —LyLy =H:6
L, L, [ LxLy —LyxLy]| 1O

Jadi: L x L =0
Buktikanlah bahwa: [I?,L,] = [I%,L,] = [L%,L,] =0
Bukti:
[22,0,) = [ + 13 + I2,L,] = 13, L] + [£3, L] + (2, L)
= (Lalo Lol + (Lo L) + (5, (L, L] + (L, LL) + (Ll L] + (L L L)
= {Zx(o) + (O)Zx} + (Zy [nyzx] — [foiy]iy) N (iz [zz' Zx] - [Zx'zz]zz)
=0+{—ihl,L, — ihL,L,} + {ihL,L, + ihL,L,} =—ihL,L, —ihL,L, +ihL,L,
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+ihL,L, =—ihL,L, + ihL,L, —ihL,L, +ihL,L, =0

Sehingga: [I?,L,] = 0, dengan cara yang sama, maka: [I?,L,]=[L?L,]=0

Jadi: [I2, L, ]| = [[%,L,] = [I?,L,] = 0 — terbukti.
10. Buktikanlah bahwa: [I2,1] = 0

Bukti:

[I2,L] =L|[L,L] +[L,L]L =L(0) + (O)L =0

Jadi: [I?,L] = 0 — terbukti.

Sperical Comutator Operator

Sebelum membahas Sperical Comutator Operator ada baiknya bicara koordinat bola terlebih

dahulu.

Koordinat Bola

Hubungan komponen koordinat kartesian kekomponen koordinat bola dinyatakan sebagai berikut:

O0x .
> = sin @ cos ¢

x =rsinfcos @ = x(r,0, ) ] 26
. . ) . . ] .
y =rsinfsing = y(r,0,9) ¢, maka: a—i=sm051n<p — £=rc05951n<p —
z=rcos8 = z(r,0) 9z 9z .
— =cosf — = —rsinf
ar 26
a—x——rsinQSin
6<p_ ¢
dy _ .
a(p—rsm@cosq)
oz _
6<p_
Atau:
] ] ] ax ox 0
dx ==dr+—df +—do) = = Z
or a0 o | d or 00 09 |rg
ay ay ay $ ) x la ay ayl r
dy =5-dr +52.d6 + 22 d , dan matriksnya: Zy =l5. 33 ai 29 ----------- 1)
0z 0z 0z Z 0z 09z 0z @
dz—;dr+£d9+£d<p} I-E 30 %
Persamaan inversnya adalah:
] a a ar or 9
dr = —dx +-—dy + —dz [ = =
=10 N s T R
0 = 6(x,y,z) ; atau: dezadx+5dy+5dz—> de =i— ¥ 9z dyl...... (2)
o =o9y,2) _ 09 dp dp de dp dp O dz
d¢_6xdx+6ydy+azdz dx Jdy azJ
or or ory rox ox dxyTh pox ox dxy ror or oyt
dx 0dy 6z| |6r a0 6<p| |6r a6 6<p| |ax ay azl
. {86 86 06| {dy dy @ ay ay a 20 96 06
adi:|= = Z|=]2 = Z| aau|2 2 Z|=E = =
dx 0dy azl ar 06 Jd¢ ar 06 6<p| dx dy le
%9 29 dp| |0z 2z oz oz 0z 0zf l0p dp 2p
lax dy azJ lar a6  do lar a6 6<pJ ox 0dy 0z
g; gz g‘; sinfcosgp rcos@cose —rsinfsing
Bila: D = or 26 9ol sinfsing rcosfsing rsinfcosg
9z 0z oz cos 6 —rsind 0
or 00 d¢

ox
— =1 cos 8 cos

=sin @ cos ¢ 12 sin? @ cos @ + r cos O cos ¢ (r sin @ cos O cos @) —r sin @ sin ¢ (—7 sin @)
=12 sin @ sin” @ cos ¢ cos @ + 12 sin O cos O cos O cos ¢ cos ¢ + r? sinf sin @ sin g

=12 5sin @ sin? @ cos? ¢ + r? sin B cos? O cos? ¢ + r? sinfsin? ¢

=72 sin 0 {(sin? O + cos? B) cos? ¢ + sin? ¢} =r? sin {cos? ¢ + sin® p} =r?sin P, atau: D =

72 sin @, sehingga:
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- oy dy oy oy ay oyl
(—1)1+1 96 99 (—1)1+2 or d¢ (—1)1+3|or 26
0z 0z o0z 0z oz oz
1 90 d¢ ar a¢ ar__ 26
ox 0x Ox D D D
ar 96 aqol ax ox ox  Ox ax ox
9 9 9 _1)2+1 a6 d¢ _1)2+2 ar d¢ _.\2+3|or a6
Maka: |22 22 2| =[P az o) Yoz 0af D5 5,
or 06 5<P| 36 d¢ ar d¢p ar_a36
dz 0z 0z D D D
ar 9060 d¢ ox  Oox ox  Ox ax ox
06 d¢ ar Od¢ 3r 290
_1)3+1 _1)3+2 _1y3+3|or 86
Doy eyl CVTay ay| DTG 5
a6 Jd¢ ar _d¢ or 96
- D D D -
F ey oy o o ey ay 1 T2 & ox ox)  jox ox)
20 ag ar 3¢ ar 20 20 29 30 a¢ 30 ag
oz oz 9z 08z 0z 0z 0z 0z 0z 0z 9y 9y
360 9l  _lor ade or 36 26 3¢l _lag_3g 26_2¢
r2sin @ r2 sin 6 r? sin 0 r2sin @ r2sin@ r2sin @
ox  ox 9x 0ox x dx dy 0y 0x  0x 9x  Ox
260 d¢p ar ad¢ ar 90 ar 9¢ ar d¢ ar d¢
= oz oz 9z 0z oz ozf] = 0z 9z 0z 9z 9y 9y
_loe d¢ or_d¢ _lor o6 _lar_a¢ ar d¢ _lar a¢
r2sin @ r2sin 0 r2sin 0 12 sin r2sin@ r2sin @
ox  Ox ox  0ox ax 9x oy Jy 0x  Ox 9x Ox
26 g or ¢ ar 96 ar a6 ar a0 ar 86
9y 9y oy 9y dy 9y 0z Oz 0z 0z 9y 9y
96 A _loar oe r 96 ar a6 _lar ae ar a6
L r2sin@ 12 sin 0 r2sin@ - - r2sin @ r2sin@ r2sin@ -

'|rcosesin<p rsin 6 cos @ |rcos€cos<p —rsin @ sing |TC059C?S<P —r§in95in<p )
—rsin@ 0 —rsin@ 0 rcosf@sing rsinfcosg
r2sin 0 r2sin @ r2sin@
|sin fsing rsinfcose |sin fcose -rsinfsineg |si_n fcosgp -—rsinfsing
=|_ cos 6 0 cos O 0 __Isinfsing rsinfcosg
r2sin @ r2sin @ r2sin 6
|sinesin<p r cos @ sin @ |sin9cos<p r cos 6 cos ¢ |si_n9cps<p rcosf C?Sfp
cos @ ~rsin@ cos @ —~rsin@ sinfsing rcosfsing
- r2sin @ r2sin@ r2sin 6 E
sinfcosg sinfsing cos@ sinfcos¢@ sinfOsing cos@
: cos 6 cos ¢ cos 8 sin¢ sm (7] I I cos @ cos @ cos @ sin ¢ _ sin 6 I
= r r | | r r r |
__ sing cos @ J |_ sing cos @ 0 J
- rsinf rsin@ rsin @ rsin @ rsin @
x ox ax]_l . o o or or
o 20 | [sin Bcose sinf sing  cos 0 1 lox & a2
|a—y 6_y | _I cos 6 cos cos @ sin ¢ sm6| 39 ﬁ ﬁ
Jadiz |57 55 | = r r r |Tilox 8y oz
a9z oz | - il 4 il 4 0 | dp 99
a 20 6<p rsin @ rsin @ l E 7.
Dengan sifat keidentikan akan didapatkan harga sebagai berikut:
or _ . 00 _ cosfcosg@ dp sin ¢
E—SIDQCOS([J ax r ax _ rsin@
or _ . . __cosfsing dp _ cosg@
a—smesm(p—»E_—r 3y — rsmd
ar d0 _  sin# dp
E = cosf E = — " 5 =

Hubungan koordinat kebalikkan kartesian dan koordinat kebalikkan bola:

1 1B1 1B

. .1 B 1 . . I
Hubungan yang dimaksud adalah: —x - 5, 7 £, 5 ~% yang diperoleh dari persamaan berikut:

dx=Zdr +—d9+—d<p dr —+d9—+d<p (dr—+d9—+d<p )
dx = (dr—+d9—+d<p )x—>6x=(6r—+69—+6<p )x,sehlngga:
] ara 800  dp d
ax—aax (6r—+69—+6<p ) (55 aﬁ aﬁ)x
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a _dora 008 ,L0p d .
.0 _0ro 900 993 :

Atau: % axar 9250 " x 3¢’ dengan cara yang sama akan didapatkan bahwa:

0 _0rd 060 990 a0 _9r9 900 090

dy O0yodr 0dyo8 0dyde 0z 0zJdr 0z030 0z de

Penggabungan persamaan ini adalah:

9 _0r9 9600 , 090 [L] [ 28 921127 [or 29 99
0x Oxor 9xd0 = 0x dg | Iaxl Iax dx ax”arl |ax ax ox
2 =0 499 1909 | sehingga: |—|=|Z 2 22112 dimana: |2 22 22|
dy dyor 0dyad Ay de gg'|ay|'|ay dy yllael "oy oy ayl
o _ro 00 000 L] [z @ ool 2 or 20 2
8z  0zor 0zd0 oz 6<pJ 9z 9z o9z o0z4Lldgp 8z 9z 0z
. cos 6 cosg sin ¢ 1 1 or 08  deqrad
sin & cos ¢ " rsin® |[ax]| ox  dx ax]”[ar]l
s . cos O sin ¢ cos @ JgLj_yor 96 ad¢j 0
=1sin@sin¢g - o karena.|6y|—|ay % 6y“69|
_sing E I L] |
cos 6 - 0 | lazJ laz 2z azglapr s s
. cosf cosg sing 11 9 . cosf cosg sin ¢
sin 6 cos ¢ ~ e [51n0cosgoa—+ 38 reinf e
=| sin @ sin cosersian CT(“)ZI;IQ Izi—Isinesin ir_i_cos(;sin(pi zs;nq; i(pl
- 4 r rsin@ |69|_| q’ar T 00 rsin96<p|
sin @ a .
cos @ - 0 _l@J l COSQ%—SIEB% J
1 . a cosfcosg 0 sing 0
[a] [51n9cos<pa—r+ " 26 7sin0dg
ataU'Iii_IsinQSin 9 , cosbsing 9 Coswil
'|aJ/| | P or r a0 rsin96<p|
LJ d sinf @
a7 [ cos@a—r— s J
0 _ . a9 cos@cosrpi_ sing 09
6x_51n9COS(p6r+ r 99 rsinf dp |
. A . i costin(pi cos<pi
Sehingga: 3 —sm951n<par+ " 69+rsinea<p| ................................. (3)
S Y L L )
az ar r a8

Komutator Dalam Koordinat Bola:
Berdasarkan persamaan persamaan (3) ini, maka dapat dibuktikan bahwa:
1. Buktikanlah bahwa:

i o=—it(—sino 2 — A S 9 _ ino-2- i =_
Lx—flfl( sing — cot9coscpa(p),Ly lh(cosgoae cotesm(pa(p)danLZ

L, =7ih(y%—2%)=7ih{y(aa—z)—Z(%)}=7ih{rsinesin(p(c059:—r—5126%)

cos@sing 0 cosp 0 . . . d
22 4+ (p—)}=—lh{rsm951n(pcosl9§

. . a
—rc059(51n951n<p;+ " 30 7m0 99
cosOsing 0 cos @ 6}

a6 rcosgrsin96<p

= —ih{r(sin @ cos 6 sin ¢ —sin @ cos O sin @) % —(sin @ sin @ + cos O cos B) sin @ %
cos @

. . sinf d . . d
—rsm@sm<p7£—rcosHsmesm(pg—rcos9

L 9 _ (sin? 20)sing > — 9
o os<pa(p}— lh{r(O)ar (sin® @ + cos 9)sm<pae COtQCOS(pa(p}

= —ih{—sinq)% — cot 8 cos (p%}
Jadi: L, = —ih (— sin ¢ % — cotf cos ¢ %) — terbukti.
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa: Ey = —ih (cos ® % — cotfsing %) dan

= .
L, ——lha(p

. LF2_ g2 1 (. 3 1 9%
2. Buktikanlah bahwa: 1% = —h? { =2 (sin6 =) + ——— W}
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?Zuttlii +[2+12=1,L,+L,L,+L,L,=A+B+C, dimana:

A=L,L,, B=L,L,danC=1L,L,

A=L.L, = {—ih (— sin @ % —cotf cos ¢ %)} {—ih (— sin go% —cotf cos @ %)}

= (—ih)? (singo % + cot O cos ¢ %) (singo % + cot 6 cos (p%)

= (—hz singo%— h? cot @ cos go%) (sin¢%+ cotd cosgo%)

= —h? sinqo%(singo%) — h? singo%(cote cosgo%) — h? cot @ cos (pi(sin(p%)

—h? cot@ cos @ % (cotB cos @ %) = —h%singsing aa (aae) h? sin ¢ cos 95 (c0t0 %)

62

_p2 O (inm Y _ 52 K2 O\ 2 02
h cotHcosgoaq) (smgo ) h cot@cot@cosgoa(p (cos<pa(p) h? sin? P ooz

2 . 2 d . 92 }
—h smqocosgo{ = 296(p+C0t0_} —h coté’cos<p{cos<p—+51n<pa 5
—h2 cot? _ 9 ﬁ}z_ 2in2 o2 4 2

h* cot Hcosgo{ smgoa(p+cosgoa(p2 h* sin oozt anBh sm<pcos<pa

2

a¢ae

_p2 : 0% 2 2,0 _p2 :

h cotHsmgocosgoaea(p h” cot 8 cos P50 h* cot 8 sin ¢ cos @
2 2 . a

h* cot 951n<pcos<p—a(p

—h? cot? O cos? ¢ 2 - _p2sin? ) 2, 1
A2 a

a
+ 2 sin ——
82  sin20 h%s pcosg op

2

2h% cot@ sing cos g3 =5
2

—h? cot @ cos? <p—+hzcotzesinq)cosq)%fhzcot29cosz(paa?
= = 9 _ ino 2\ _; 9 _ ino-2-
B—LyLy—{—Lh(cosq)ag cot@smq)a(p)}{ lh(COS(pae cot@sm(pa(p)}
= (—ih)? (cos<p% —cotfh sin<pi) (cos (pi — cot @ sin (pi)

2
sm2 0

92 92 . d
=—h2cosz<pﬁf Sln(pCOS(p—+fLZCOtQSln(pCOS(paea hzcotesmz(p%

2 62
+ K2 i A2 2 = _hK2 2 =
h cot951n<pcos<pa ae h* cot Bsm(pcosq)a h? cot? 6 sin? P 307

2
sm2 [

92 ]
+ 2 2 (2
sm<pcos<p 2h cotesm(pcosgoaea(p h* cot @ sin P35
aZ
2 cnt2 0 ci _ B2 oot 2
h* cot Hsm(pcosgoa(p h* cot 951n P57

_ 2 2 92
=—h“cos® p——
862

2

EPYL

A+B=—hzsinZ<p%+ﬁh2sin<pcos<p%72h2cot951n<pcos<p
—h? cot 0 cos? <p—+fLZcotzesincpcoquaifhzcot2t9cosz(p:—22
az

2009

—h? cot@sinzgo%—h2 cotzt9sm<pcosgoa——h2 cot? @ sin? cpa—zz

2
sm2 [

2
—h? cos? <pﬁ— sm<pcos<p—+2h2c0t95m<pcos<p

92 92 1
— 2 cin2 2 rnc? 2
—(—h sin <p692—h cos (p692)+(sin29h sm(pcoscp h

a
sing cos ¢ 5 )

sm2 0
(27’12 cot 6 sin ¢ cos <p— — 2h? cot O sing cos @ a—z) - (hz cot 6 cos? (p —
3609 30 a0t
. d . 7]
h? cot@sin? ¢ ﬁ) (hz cot? @ sin @ cos @ 3 h? cot? @ sin ¢ cos @ %)
2 2
— (hz cot? 6 cos? q)a— + h? cot? 6 sin? (paa—)

= —h?%(sin? ¢ + cos? go)—+0+0 —h? cot O (cos? ¢ + sin? (p)—+0

—h? cot?  (cos? ¢ + sin? (p)—=—hza——hzcote——hzcotzﬁ—
2
—h? cotG——hzm—hzcotZH———hz(cot9—+m+cot29—)
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_ 2 (c059 a sinf 92
- sinf 96 ' sin@ 962

:—hz{ ,1192(51“9 )+c0t26’—}

Atau: A+B——h2{

+ cot? 9—) = —h? [51:19 (cos@— + smem) + cot? 9—

2 p 02
nea(smé’ )+cot Ga—(pz}

ot =(ng)(ng)= S =w s

Sehingga:

[2=A+B+C=—h? — (sm@ )+cot2966—;}—h2i

=—h2{51 96(51n9%)+c t29—+—}——h2{si92(sm9 )+(c0t29+1)%}
= —n {55 (sin035) + (S + S ) = 1 (g (im0 35) + (5055 ) )
=—h? {;%( 9%) +51r11296(p }

Jadi:
I? = —hz{ rlleg (smBae) + s]r1129 6622} — terbukti
3. Buktikanlah bahwa: [L,, L, | = ihL,, [L,,L,] = ihL, dan [L,,L,] =ihL,
Bukti:
(e B0 = [y — Ty Bl = By Iy
= —h? (sinq)%+ cot 6 cos (p%) (— cos<p%+ cotesin(p%)tp
+ h? (cosw%— cotHsinq)%) (—sin(pai— cotd COS(pi)LLI
= h? cos<psin<p%¢fh2 sin<psin<paa (cot@ )L|J + h? cot 6 cos ¢ —— (cos <p%)1p
—h? cot@cotecosq)%(sin(p%)tbfhz Sln(pCOS(pﬁlpfhz COS(pCOS(p%(cotQ%)Lp
+ h? cotesimp%(sin(p%)tb + h? cot cot B sin(p%(cos <p%)1|;

=(flzCOS(pSin(p%—hZSin(pCOS(p%)lIthZ(COSZ(p+Sin2(p)i(cot91)l|1
+h2cot2951n<p{ (cos<p)—+cos<p ( )}ll! hzcotzecosq){ (sm(p)—
sing —— ()}¢+h2cot95m<p{ (sm<p)—+sm(p (a)}ll,l

2 9 ]
+h cot@cosgo{ (cos (p) 5 T cos—— ( )}ll! oy + smzeaqo

—h? cot@mw h2c0t29—¢+0¢+0¢+h2c0t9m¢
_ 1 a0 2 2 ot 2 i
=0 + K2 szga(pq; (n? coteaea W—h coteaea q;) h2 cot? 6 ¢+o+o

2 o7 2 o2 0 _y2.042009 o
+h cot9a aelIJ sm296<p¢+0 h- cot 1|J— stBB(p h cot 9 L|J
2 1 0 2c0596 _ zsmei

sin2 0 d¢ sin2 6 d¢ v= {sm2 0 (1 cos 9)} (sm2 6) 6<p v
=h21¢=—< B2 5o = —(2h2) g = —(ih)? o w-—( ih)? o

= —(—ih)(— lh)— (—lh )lIJ =ihL

Jadi: [Lx,Ly] thZ — terbukti.

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa: [L,, L,] = ihL, dan [L,, L, ] = ihL,
Jadi: [Ly,Ly| = ihL,, [L,,L,] =ihL, dan [L,, L ] =ikL,

PENUTUP
Simpulan
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Disini telah diuraikan dalam bentuk soal pembuktian tentang operator komutator dalam 2 sistim
koordinat, yaitu:
Koordinat kartesian:

L [&p]=[9.8,] =25, =
2. [2p,] =138 -[ ,zax
3. |LL,]|=ikL, |L,,L,] =ikL,, [L, L] =ihl,, LxL =ikl danLxL=0
Koordinat bola:
1. L, —lh(smqo +cot9cosg0i) L,=- lh(cosgo——cotesm(pi) L,=—ih—
20 29 26 2 0
1

2. [2=-h7 Sir119 {aae (Smg )} ¥ SinZ6 097
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