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PENDAHULUAN

Mekanika kuantum merupakan salah satu bagian dalam fisika yang saat ini cukup
berkembang. Perkembangan mekanika kuantum dari sisi eksperimen dan teori. Terdapat beberapa
eksperimen mekanika kuantum yang belum dapat dijawab dengan teori yang ada saat ini.

Teori mekanika kuantum dibangun dari statistik yang ada hubungan erat dengan peluang.
Tidak hanya dengan peluang akan tetapi dinamikanya. Akan tetapi statistik saja belum dapat
menjelaskan dengan baik. Menurut sejarah ada dua orang yang membangun teori mekanika kuantum
yakni Schrodinger dan Heisenberg. Schrodinger dengan fungsi gelombangnya dan Heisenberg
dengan mekanika matriks. Seorang matematikawan bernama David Hilbert dapat menyatukan
konsep dari Schrodinger dan Heisenberg yang menjadi dasar utama sampai saat ini.

Dasar utama yang mapan dalam mekanika kuantum saat ini dibangun di atas ruang Hilbert.
Ruang Hilbert adalah ruang vektor yang dibangun di atas bilangan kompleks dan memenuhi aksioma
ruang vektor. Terdapat beberapa peneliti yang membangun teori mekanika kuantum di atas
kuaternion dan menyebut ruang Hilbert kuaternionic (De Leo & Scolarici, 2000). Para peneliti ini
berusaha membangun fondasi mekanika kuantum di atas kuaternion.

Dalam (Manuilov & Troitsky, 2005) terdapat istilah Modul-C*Hilbert yang memiliki
aksioma yang sama dengan ruang vektor kuaternionik. Dalam artikel ini bertujuan membandingkan
kedua aksioma tersebut, jika sama maka ruang vektor kuaternionik dapat disebut dengan Modul-
Kuaternion Hilbert.

KUATERNION
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Quaternion dikemukakan oleh William Rowan Hamilton tahun 1843. Quaternion dapat dinyatakan
sebagai berikut:
q=a+ib+jc+kd (1)
dengan a, b, ¢, d € Rdan i, j, k merupakan elemen imajiner sehingga berlaku:
i2=j2=k?=ijk=-1

ij=—ji=k
jk = —kj =i
ki=—ik=j

Perkalian bagian imajiner hampir sama dengan perkalian vektor satuan 1i,j,k. Terdapat pula
konjugatnya yang dapat disimbolkan g, (Girard, 2007) yang dinyatakan sebagai:
qc. =a—ib—jc—kd 2
Himpunan kuaternion disimbolkan dengan H singkatan dari Hamilton. Kuaternion merupakan aljabar
asosiatif tetapi tidak komutatif, artinya memenuhi
p(gr) = (p@)r, Vp,q,r € H
pq # qp, Vpq€eH
Jikap,g e Hdanp = po + ipy + jp, + kps sertaq = qo + iq; + jq, + kgs maka
Pq = (Poqo — P191 — P2q2 — P393)
+(Poq1 + P190 + P203 — P3q2)i @3)
+(Poqz + P290 + P3q1 — P143)j
+(Poq3 + P3q0 + P12 — P2q1)k
atau dapat juga dinyatakan
Pq = (Poqo =P GG+ qoP+P Xxq) (4)
dimana p-G =pi1q1 +p2q2 +p3qs dan P X G = (p2q3 —p392)i + (P3q1 — P1q3)j + (P1q2 —
p2q1)k. Ketika g = qo +i0 + 0+ kO dengan g, € R disebut skalar sedangkan ketika g = 0 +
iqy + jq, + kg3 dengan g, q,, gz € R dan elemen bukan nol maka iq; + jq, + kqz disebut bagian
vektor.
Norm pada kuaternion

|CI|=\/qu=\/‘I§+Qf+Q§+Q§ (5)

dan memenuhi
(PP ¢ = qcpe (6)
lab|? = |al?|b|? (7

Simbol konjugat di atas digunakan di (Girard, 2007), ada juga simbol konjugat g seperti di (De Leo &
Scolarici, 2000).

RUANG VEKTOR KUATERNIONIK

Dalam fundamental teori mekanika kuantum dibangun dalam ruang Hilbert. Maksudnya keadaan,
operator, fungsi gelombang dan produk dalam (inner product) dinyatakan dan dilakukan di ruang
Hilbert. Ruang Hilbert adalah ruang vektor di atas bilangan kompleks C. Sedangkan mekanika
kuantum kuaternion dibangun di atas kuaternion H, sehingga ruang vektornya disebut ruang vektor
kuaternionik (Adler, 1995). Ruang Hilbert kuaternionik Vi menurut (Adler, 1995) memenuhi aksioma
berikut:

1. Vg sebuah ruang vektor dengan perkalian kanan dengan kuaternionik skalar, sehingga untuk

sembarang vektor f, g € Vi dan skalar kuaternionik ¢, ¢4, ¢, € H berlaku
fo1+9¢, €V H
(f+g)¢=f¢+g¢ (8)
f(¢1¢2) = (f¢1)¢2

flpr+ @) =fp1 + b,
2. Terdapat produk skalar atau inner product (f,g) dari Vi X Vi ke H yang menggunakan
definisi norma nilai riil (real-valued norm) |f| dengan syarat:

f,9)=1{g.) 9)
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IfI?=(f.f)>0 (10)
(frg+h={f,9)+{f,h) (11)
(f,9¢9)=(f9)¢ (12)
(f.9) = ¢c(f. 9) (13)

3. Ruang Vy separabel artinya ada sembarang barisan rapat (dense sequence) {f,} € Vy
mendekati sembarang f € Vi dan lengkap yang artinya setiap barisan {f,,} € Vz mempunyai
limit f € Vi di bawah definisi topologi oleh |f].

Istilah ruang vektor kuaternion ini digunakan oleh beberapa peneliti dalam artikelnya (De Leo &

Scolarici, 2000) , (Arbab, 2011).

MODUL HILBERT

Dimulai dari istilah Modul Pra-Hilbert, menurut (Manuilov & Troitsky, 2005) definisi sebuah
Modul -A Pra-Hilbert sebagai berikut:

Definisi 1. Sebuah Modul-A Pra-Hilbert adalah modul-A (kanan) M dilengkapi dengan bentuk
sesquilinear (:,): M x M’ —» A dengan memenuhi syarat:

(i) (f,f) = 0 untuk sembarang f € M

(i) (f,f) = 0 berimplikasi bahwa f = 0

(iii) (f,g) = (g, f)c untuk sembarang f,g € M

(iv) (f,g¢) = (f,g)¢ untuk sembarang f, g € M dan sembarang ¢ € A.

Pemetaan (-,-) disebut sebuah produk dalam nilai-A (A-valued inner product).

Definisi di atas merupakan definisi modul Pra Hilbert di atas A dimana A adalah aljabar-C* (C*-
algebra). Himpunan A dapat juga berupa gelanggang (ring) ataupun lapangan (field). Contoh
gelanggang adalah R (bilangan riil), C (bilangan kompleks), dan H (kuaternion) (Danielewski &
Sapa, 2020). Ketika A adalah kuaternion maka disebut Modul-Kuaternion Pra-Hilbert atau Modul-
H Pra-Hilbert.

Definisi 2. (Manuilov & Troitsky, 2005) Sebuah Modul-A M pada saat yang sama merupakan
ruang Banach dengan norma (norm) |-| dan memenuhi pertidaksamaan |f¢| < |f||¢l,f € M, ¢p € A
disebut Modul-A4 Banach.

Definisi 3. (Manuilov & Troitsky, 2005) Sebuah Modul-A Pra-Hilbert disebut sebuah Modul-C*
Hilbert jika lengkap menurut norma |-| ;.

Definisi 3 di atas artinya sama dengan aksioma ruang vektor kuaternionik nomor 3 di atas. Dari
definisi 2 sama dengan aksioma nomor 2 pada persamaan 10. Ketika C* merupakan kuaternion maka
disebut Modul-Kuaternion Hilbert. Berdasarkan Definisi 3 dan Definisi 2 sama dengan aksioma ruang
Hilbert kuaternionik no 2 dan 3 dikatakan pula bahwa aksioma ruang Hilbert kuaternionik atau ruang
vektor kuaternionik disebut juga dengan Modul-Kuaternion Hilbert.

Kesamaan ruang vektor kuaternionik dan Modul-Kuaternion Hilbert sudah pernah dibahas di
(Razon, Horwitz, & Biedenharn, 1989) melalui jalur yang berbeda dengan artikel ini.

PENUTUP

Ruang vektor kuaternionik atau ruang Hilbert kuaternionik disebut juga Modul-Kuaternion Hilbert.
Untuk mempermudah pengucapan Modul-Kuaternion Hilbert sebut saja dengan Modul-Kuaternion.
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Ucapan terima kasih saya ucapkan kepada Allah SWT karena atas limpahan rahmat dan kesehatan

yang diberikan penulis dapat menyelesaikan artikel ini. Ucapan terimakasih selanjutnya adalah
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